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Connaitre le cours

1. Produit scalaire
» 1. Définition du produit scalaire

Définition

Soient deux vecteurs i et v et trois points A, B et C tels que i = AB et v =AC.
Le produit scalaire des vecteurs i et v, noté ii- v, est le nombre réel défini par :
esiu#0etv0,u-v=[ul x|l x cos(BAC) = ABx AC x cos(BAC) 8

esig=00uv=0,i-v=0.

C
v Exemples
Soie/nt\A, B et C trois points distincts tels que AB=5,AC =3 3
et BAC=L .
3 T
On aAB'AC=||ABH><||ACHxcos(ﬁ‘)=5x3xcos(£)=ﬁ. v
3 2 5 B

’ 2. Vecteurs colinéaires et carré scalaire

Propriété

Soient deux vecteurs i et v non nuls et colinéaires.

* Siuetvontle méme sens, alors v = [Ji]| x|[]|.

En particulier, -1 = u? = ji]* (#- it est noté ii2 et est appelé carré scalaire de i).
* Si i et v sont de sens contraire, alors - v = —lu/|x|[v].

’3. Projection orthogonale et vecteurs orthogonaux

Propriété
Soient trois points A, B et C (A et B distincts). e
Si H est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB), alors AB-AC = AB-AH.

Remarque

Les vecteurs AB et AH
sont colinéaires.
SiBAC < %,alors

AB-AC=ABxAH.

=
S|BAC>2,

C
alors AB-AC = -ABx AH, |

A H B H A B

Définition

Deux vecteurs i et v sont dits orthogonaux lorsque i v =0.

Propriété

Soient trois points A, B et C distincts.

Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux si et seulement si les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.
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2. Propriétés du produit scalaire

, 1. Symétrie et bilinéarité du produit scalaire

Propriétés

Soient u, v et w des vecteurs et k un nombre réel.

° uv=v-u S U-WHW =u-vHi-w o 5 (kv) = k(- v)
Remarques

* Comme le produit scalaire est symétrique, on a aussi (v + w) - =v-u +w-u et (ku)- v = k(- v).
® Le produit scalaire est linéaire a gauche et a droite. On dit qu'il est bilinéaire.

“ Exemples
o u-(V-Ww)=u-v-u-w
(== P

-2 + 5V) = 2u% + 51 v = 2|[ut|* + 514 -V

<4
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’ 2. Produit scalaire dans une base orthonormée

Propriétés

. . -~ x S 37
Dans une base orthonormée, soient deux vecteurs u ( y) ety [y, ]
© =ty [P =+ 57
w Exemples

Soient les vecteurs ﬁ( 21 ) et 17( ;) dans une base orthonormée (i, ;") :

° - V=2x14(-1)x3=-1 © il =22 + (-1)*= 5, d'ou [ldl| =5

' 3. Norme et produit scalaire
L'application des regles de calcul précédentes conduit aux produits scalaires remarquables
ci-dessous.

Propriétés

Soient deux vecteurs i et v.

© lld + VIP = [l + {91 + 22

o fli - IP= [l + 91 - 22 -v

o G+ V) @ =) =l - bl

On en déduit ainsi d'autres expressions du produit scalaire a I'aide des normes.
Propriétés

Soient deux vecteurs i et v.
= 2+ VP [l - [71P)

o=l + [¥1P - e - 1Py

-
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3. Applications du produit scalaire

* 1. Théoreme de la médiane

M
Théoréme N\
Soient deux points A et B du plan et I le milieu de [AB]. / R Médiane
Quel que soit le point M du plan,on a: / ~
-1tZ«x'~1W_':’=M12_ATB2 { e
A # ;i B
v Exemples

On considére un triangle MAB tel que MA-MB = 1,5 et AB = 4.
La longueur de la médiane M1 est alors obtenue a I'aide du théoréme de la médiane :

2 MA-MB+ ABL = 154 #_5
MP =MA-MB + 4] 15+ 5-=3
Et ainsi, MI = fi =10,

2° 2

D 2. Formule d’Al-Kashi

Propriété
Dans un triangle ABC, avec les notations de la figure ci-contre,
ona:
a? = b+ ¢? - 2bc cos(A).
Remarque

Onade méme b2 = a® + - 2ac cos(B) et 2 = a® + b2 - 2ab cos(C).

v Exemple
On donne un triangleaveca=9,b=7etc=4.
~ ~ 2 2 2
La relation a? = b? + ¢ - 2bc cos(A) donne cos(A) = % = ‘72
La calculatrice permet alors d’obtenir, grace a la touche cos™ ou Arccos, une valeur approchée de

I'angle, soit A= 107°.

’ 3. Caractérisation du cercle
Propriété

Soient A, B et M trois points du plan.
MA-MB = 0 si et seulement si M appartient au cercle de diamétre [AB].

Remarque

Cela revient a dire que I'ensemble des points M tel que MA-MB =0 est le cercle de diamétre [AB].



