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CHAPITRE 1
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Connaitre le cours

, 1. Forme algébrique d’'un nombre complexe

Il existe un ensemble C, appelé ensemble des nombres complexes, contenant R et vérifiant :
* I'addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres complexes et les
régles de calcul restent les mémes ;

* il existe un nombre dans C, noté i, tel que i# =—1;
* tout élément de C s'écrit de maniére unique z = x +iy (ol x et y sont réels) ;
* le nombre 0 s'écrit 0+i0.

L'écriture z = x+iy avec x et y réels est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
* x est la partie réelle de z, notée Re(z).

* y est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

v Exemple

On pose z=5+3i et z’=2-7i, oncherche Re(z+7z") et In(zxz").

® 747 =(5+30)—-(2-71)=5+3i—-2+7i=5-2+3i+7i=3+10i.

. zxz’z(5+3i)x(2—7i):10—35i+6i—21i2:10—29i—21x(—1):31—29i.
Et par conséquent: Re(z+z")=3 et Im(zxz")=-29.

, 2. La division dans C

sy ol
Tout nombre complexe non nul z admet un unique inverse, noté —.
2

Technique Pour obtenir la forme algébrique d'un quotient dans C, on multiplie le numérateur et le
dénominateur du quotient par I'expression conjuguée du dénominateur.

v Exemple
IxX(3-21) _ 3-2 3 2.

3+2i (3+2)x(3-21) 9_(2)f 13 13"

L'inverse de 3+ 2i est
, 5. Conjugué

On appelle conjugué d'un nombre complexe z le nombre complexe noté 7 ayant méme partie réelle
que z et une partie imaginaire opposée, c'est-a-dire si z=x+iy, alors 7 =x—iy.

Soient z et z* deux nombres complexes.

= = _ = = e ; 1) 1 Z
a.z2=z b.z+7=7+7 czxz’=7x7 d.z"=7" VheN' e.sizz0, (—jz:et(—,jz
Z Z Z
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v Exemple
Le conjugué de (5+3i)x(2—7i) est
(5+30)x(2-71)=(5+3i)x(2~7i) = (5-3i)x (2+7i)=10+35i - 6i+21=31+29i.
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G Golcuer dans

On pose z=2+i et 7' =3-2i. Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

o 4z-3i7’ ©:x (3 Y695

Les techniques opératoires valables pour les réels se prolongent a I'ensemble des nombres complexes:
distributivité et identités remarquables s'appliquent et i = -1

€D 4:-3iz’ = 4(2+i)-3i(3-2i)=8+4i—9i+6i> =2-5i.
) 2x2=(2+i)(3-2i)=6—4i+3i-2i* =8—i.
€ () =(3-2i)> =9-2x3x2i+ (2 =9-12i-4 =5-12i.

B Utiliser le conjugué

Ecrire sous forme algébrique, le conjugué des nombres complexes suivants.

Q-2+ ©i2-5) 35"-;'

@ —2+3i=-2-3i

@ i(2—5i):fx(2—5i): —ix(2+5i)==2i-5i* =5-2i. |l est possible aussi de déterminer la forme algébrique
du nombre complexe, puis d’en prendre ensuite le conjugué : i(2—5i) = 2i—5i*=5+2i et donc
i(2—5i)=5-2i.

( J —1 1+ (‘I+i)xi:—_1 1,

2i —2i -2ixi 2 2
Il est possible aussi de déterminer la forme algébrique du nombre complexe, puis d'en prendre ensuite le

conjugué: 1-1 ﬂ—j—ll et donc (b W L |
UGN = 2ixi T2 2 2 ) 2 27

CETIEID ouotient dans €

Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants.

2+i ,_1-i
Oz-ﬁ 9 e

On multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur pour faire apparaitre l'identité
remarquable (A+ B)(A— B)= A?-B?.

@ Pour z =——, on multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué de 3—2i, c'est-a-dire par 3+2i.

N 2+| _ (2+|)x(3+2|) _ 6+4i+3i-2 *iﬂl
“3—2i“(3—2i)x(3+2i)_ F={z 13 13

@ Pour z : o on multiplie a nouveau numérateur et dénominateur par le conjugué de 1+i, c'est-a-dire par
1-i.
e 1-i (-)(-i) (=i -2

T+ ()i 24”2




Connaitre le cours

, 1. Nombres réels, nombres imaginaires purs

Definition
* Im(z)=0 & z=7,onditalors que z est réel.
* Re(z)=0 < z=-7,on dit alors que z est imaginaire pur.

’ 2. La formule du bindme de Newton

Quels que soient les nombres complexes a et b,on a: (a+b)" = Z(‘z]a"b”"‘ .
Cette formule porte le nom de binéme de Newton. k=0

Remarque

Les nombres (zj sont les coefficients binomiaux. Ils se calculent avec le triangle de Pascal.
v Exemple

(1+i)’ :g(:]ﬁ“ :(3]1"?“” +[:]1‘i3“+@j12i3‘2 +[§]13i3‘3

=B +32 +3i+1=—i—3+3i+1=-2+2i.

¥ 3. Equations dans C

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle et méme partie
imaginaire.

Technique 1

La résolution d'équation du premier degré dans C repose sur la méme pratique qu'avec les nombres
réels. On cherche a isoler l'inconnue.
v Exemple
2-5i
z+5i=diz+2 = (3-4i)z=2-5ie=7 =S

On donne la réponse sous forme algébrique : z =

2-5i (2-5)x(3+4i) 26-7i . [26 7.
3-4i (3-4i)x(3+4i) 25 _{2_5_2_5'}'
Technique 2

Soit z =a+ib avec a et b deux réels, Il est possible de chercher la partie réelle a et |a partie imaginaire
bde z.

L'équation précédente 3z +5i=4iz +2 s'écrit alors 3x (a+ib)+5i=4ix(a+ib)+2.

On obtient aprés calculs 3a+i(3b+5)=—4b+2+4ai.

Et en identifiant partie réelle et partie imaginaire des membres de gauche et de droite, on obtient pour
les parties réelles : 3a=—4b +2 et pour les parties imaginaires: 3b+5=4a.

26
. G=a 26 7
On aboutit a un systéme agsab=1 qui a pour solution 25 etdonc S={=-—i
4a-3b=5 b=l 25 25
Remarque 25

L'usage de la technique 2 est incontournable lorsque I'équation comporte I'inconnue et son conjugué
comme parexemple z+27 =3-4i.
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n Caractériser les nombres réels et les nombres imaginaires purs

Déterminer tous les nombres complexes z tels que z2 —7 soit un nombre réel.

Méthode 1 : z2—7 est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.

On pose z =a+ib, avec a et b deuxréels. On obtient z> — 7 = a* — b> —a+i(2ab+b).
Ainsi Im(z2 =7 )=2ab+b=b(2a+1).

Onaalors: z2 -7 réel équivauta h(2a+1)=0, ce qui équivauta h=0 ou a=-0,5.
S={a+0iavecacR}U{-0,5+biavecheR}

Méthode 2 : ;> % est réel si et seulement s'il est égal a son conjugué.

Le conjugué de z* —7 s'écrit: zz—fzzz—z::(E)z—z

Ainsi, z2—T estréel &2 -7=(7)V -z () -2 +7-2=0(T-2)(T+2)+T-2=0
o (7-2)(Z+z+1)=0=7T+z=00uZ+z=-1<z réelouRe(z)=-0,5
S={a+0OiavecacR}U{-0,5+biavecheR}

B Résoudre des équations du 1°" degré

Résoudre dans C I'équation suivante avec la technique 1 du cours.
3z+1-2i=4-3i-2iz

Vv Solution commentée

3z+1-2i=4-3i-2iz © (2+2i)z=3-i

oz= 2+2I‘i (on multiplie numérateur et dénominateur par 2 — 2i)
_ (3=i)x(2-2i)
T (2+2i)x(2-2i)
4-8i
-:::'z:—gI donc§=4{0,5-i}.

8 r

B Résoudre des équations faisant intervenir une inconnue
et son conjugué

Résoudre dans C les équations suivantes avec la technique 2 du cours.

02+2E=3—4i ezzzzxf

lution commentée

@ On écrit z sous la forme a+ib.
z+27=3-4i=a+ib+2(a-ib)=3-4i= 3a—-ib=3-4i

En identifiant partie réelle et partie imaginaire, on a alors 3a =3 et —b =—4,
dola=1ethb=4.

Ainsi S = {1+4i}.

) On écrit z sous la forme a-+ib.
22 =7x7 & (a+ib)’ =(a+ib)x(a—-ib) <> a* +2abi— b* = a* —(ib)*
& a® —b? +2abi=a® + b’
En identifiant partie réelle et partie imaginaire, on a alors a? —b? =a® +b? et 2ab=0,
C'est-a-dire b* =0 et ab=0, donc § ={a+OiavecacR}=R.



