MATHEMATIQUES

CHAPITRE 1

Suites et limites
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Connaitre le cours

S'intéresser a la limite d'une suite (u,), c’est étudier le comportement des termes u, quand on donne a
n des valeurs entiéres aussi grandes que |'on veut, ce qui se dit aussi « quand n tend vers += »,

¥ 1. Limite finie

i)
H!l
4+
1+
+
1 "+
02 +++++H+H1_«ti###tﬁ**#***#* 5
0] ) n

Les termes de la suite semblent se rapprocher
autant que I'on veut vers une valeur limite.
Sur le graphique ci-dessus, la limite semble
étre 0.

Onnote lim u, =0,
n—+=

On dit que i, tend vers 0 ou que la suite (u,)
converge vers 0.

Les suites de terme général ;11-, €L

2.!
lorsque n tend vers +<. " 7

Limite infinie
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Les termes de la suite semblent devenir aussi

grands que l'on veut.

Onnote lim u, =+,
n—s+=
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Les termes de la suite semblent se rapprocher
autant que I'on veut vers une valeur limite.
Sur le graphique ci-dessus, la limite semble
étre 2.

Onnote lim u, =2.
n—+4®

On dit que u, tend vers 2 ou que la suite (u,)
converge vers 2,

1

,—11 (k entier naturel) et —— tendent vers 0

Vn

Les termes de la suite semblent devenir aussi
grands que |'on veut en valeur absolue et sont
négatifs.

Onnote lim u, =-,
n—+=

Les suites de terme général n, n?, ..., n* (k entier naturel) et v tendent vers +

lorsque n tend vers +<.

Remarque
Il existe des suites qui n‘ont pas de limite.

Par exemple (u,) définie, pour tout entier naturel n, par u, = (-1)".
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Chapitre 1 « Suites et limites |

n Conjecturer une limite a I'aide d'un graphique

Conjecturer le comportement de chacune des suites représentées ci-dessous quand n tend vers +,
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Graphique 1 Graphique 2 Graphique 3

@ Les termes de la premiére suite (1,) semblent se rapprocher autant que I'on veutde 1.

On conjecture lim u, =1,
n—+x

@ Les valeurs des termes de la deuxiéme suite (v,) semblent devenir aussi grandes que I'on veut.
On conjecture lim v, =+,

n—y+®

6 Les valeurs des termes de la troisieme suite (w,) semblent se rapprocher autant que l'on veut de 0

en alternant de signes. On conjecture lim w, =0.
n—+%

Méthode B Conjecturer une limite avec un tableur

On considere la suite (u,) définie par u, = 3 et, pour tout entier naturel n, u, , , = 0,8u, +5.
En utilisant un tableur, conjecturer la limite de la suite (u,).

W Solution commentée

On écrit la relation de récurrence dans un tableur et on recopie vers le bas les formules.

A B
1 n u, 57 55 24,9998971
2 0o 3 58 56 24,9999177
3| 1 [-08*B245 59 57 24,9999342
4 2 10,92 60 58 24,9999473
5 3 13,736 61 59 24,9999579

On conjecture que la suite tend vers 25 lorsque n tend vers +.
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2. Limites et opérations
’1. Somme

Propriété (admise)
Soient (u,) et (v,) deux suites, soient € et £’ deux réels.

Si limu =

n=t+= " ¢ € ¢ 4o o o
et limvy = .

e ¢ 400 —o0 400 —oo o
alors ,.I_',Tw(u" +an= £+ + —0 +o —x
Remarque

*Si lim u, =+>et lim v, =-%, alorsonne peut pas conclure surla limite de (u, +v,) grace a cette
H—+= =+«

propriété : on dit qu'on a une forme indéterminée. |l est nécessaire de transformer I'écriture de u, +v,
pour déterminer cette limite éventuelle.

¢ La limite de (u, +«), oli & est un réel, est la limite de (i, +v,) dans le cas ol (v,) est la suite constante
de terme général v, = a pour tout n.

, 2. Produit

Propriété (admise)
Soient (u,) et (v,) deux suites, soient £ et £’ deux réels. Le symbole o désigne soit +2 soit —»,

Si limu =

n—y= T € €20 a0 0
et limy = .

iy n f e =] o ac
alors nuTm(unv ]= e oo o0
Remarque

* Quand le tableau indique lim (u,v, )=, il faut utiliser la régle des signes pour conclure.
n—+%

Par exemple, si lim u, =—= et lim v, =—o,alors parproduit, |im (u,v,)=+x-
=3+ n—+ H—+= L

* Lalimite de (ku,), ou k est un réel non nul, est la limite de («,v,) dans le cas ot (v,) est la suite
constante de terme général v, =k pour tout n.

, 5. Quotient

Propriété (admise)
Soient (u,) et (v,) deux suites telles que tous les v, sont non nuls. Soient € et £’ deux réels.
Le symbole = désigne soit +° soit —,

Si limu, = ¢ £=0 ¢ o % 0
n—+=
et limyvy,= 20 0 o £ e 0
n—s+=
. u £
| | =L = 4
alors n_l)l'l_"_‘lm( v, ) 7 o0 0 fes]
Remarque
Si lim v =0,ilfaut que v, soit de signe constant a partir d'un certain rang pour pouvoir appliquer la

n—+=
u,

régle des signes et conclure sur la limite de (v—] . Sinon, le quotient n'a pas de limite.

n
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Chapitre 1 « Suites et limites

Méthode n Déterminer une limite en utilisant les opérations

Déterminer les limites des suites définies pour tout entier naturel n non nul ci-dessous.

0un=w:-;—2 e U, =

n+1

@ lim 1=0 et lim —2=-2,donc par somme, lim u, =-2.
n—+= M n—s+m n—+=

@ lim 3=3 et lim (nz +1)= +5¢, donc par quotient, lim u, = 0.

n—+= R—+% n—+%

Méthode B Déterminer une limite en utilisant la regle des signes

Déterminer les limites des suites définies pour tout entier naturel n non nul ci-dessous.

O =+ n@-n © u,=(1-2)0-2)

€D Dunepart, lim (n+1)=+.D'autre part, lim (-n)= —o, donc llm (2 n)=-—%
n—s+x=

n—3+=

En appliquant la regle des signes, la propriété sur la limite d'un produit donne [im u, = —.
n—+x

€3 lim 1=0,donc Iim (l—z)z—z. lim n? = +oo, donc lim (1-n?)=—.

n—a+xn ns+= n—+x n—y+®

En appliquant la régle des signes, la propriété sur la limite d'un produit donne lim u, =+,

n—+w
Méthode B Lever une indétermination

Déterminer les limites des suites définies pour tout entier naturel n non nul ci-dessous.

0un=2n2—n+1 evnz-’-?-'—g-

n°+1

) lim 2n% =+ et [rm (=n+1) =-%.0n a une forme indéterminée de la somme. On ne peut pas conclure
n—+x — 4+

immédiatement.
On factorise par le terme de plus haut degré: 2n”* —n+1= an(l— s ) 2n ( 21n £ 1 > )
Onaalors lim 2n® = +%. 2n?  2n? In

1

n—+®
Par ailleurs, lim —2—1;: 0 et lim — =0,donc, par somme, lim ( —2i =1.

n—s+= n—+= 2}12 n—s+%

La propriété sur la limite d'un produit donne donc lim u, =+,
n—+=

€) lim (n+2) =+ et Ilm (n +1)=+%.0n a une forme indéterminée du quotient.

n—+%
On factorise par le terme de plus haut degré au numérateur et au dénominateur.

n(1+2--) 1+2 5
"] - —.or Iim(1+;)=1.
2 n—s+=
n 'I+—) n(1+——)
( .ﬂz ﬂz

=1,donc par produit lim n(‘]+ 1 ) 4o,

n—+m= n?

Pour tout entier naturel n non nul, v, =

1
H
La propriété sur la limite d’'un quotient donnedonc lim v, =0.

n—+®

Par ailleurs, lim n=+= et lim (1+

n—+% n—+%
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3. Limites et comparaisons
¥ 1. Limite infinie

Propriété (admise)
Soient deux suites (u,) et (v,) telles que, a partir d'un certainrang, u,, < v,.

*Si lim u, =+ alors lim v, =+,
n—+ n—y+m=

®Si lim v, =—c<,alors lim u, =-=,
n—+= n—+=

¥ 2. Limite finie

Propriété (admise)

Soient deux suites (u,) et (v,) qui convergent respectivement vers € et €".
On suppose que, a partir d'un certainrang, u, < v,.

Onaalors€ =< ¢

Remarques
® Si (u,) converge vers € et si, pour tout entier naturel n, u, =< k (k €R), alors € = k.

* Si, pour tout entier naturel n, lim u, = €, lim v, = € etu,<v,alors€ = (".
R—+% H—+ %

En d'autres termes, les deux suites peuvent avoir la méme limite méme si les termes des deux suites
sont rangés, pour tout entier n, dans un ordre strict.

v Exemple

n

1 1 .
u,=1-—etv,=1+— 0na, pour tout entier naturel n nonnul, u, < v,.
n n

or lim (1~ ’):1 et lim (1+;})=z.

H—3+® n n—+=

Théoreme d’encadrement dit théoreme des gendarmes (admis)

Soient trois suites (u,), (v,) et (w,) telles que, a partir d'un certain ay
rang, u, <v, <w,.
Si (u,) et (w,) convergent vers €, alors (v,) converge vers €. ‘s ,Q")J
'ln’.... e
¢ l:‘v"- - ” "i‘.‘r{i:i.' E?.'.‘o%i!'}?.ii
I ."'.. L
s W) *

v Exemple

5% (=1)"
On considére la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n = 1, par v, = —(—~)~

Ona,pourtoutn =1,-1=(-1)"=1,
Comme n est un entier strictement positif, on peut multiplier les inégalités par i.
n
5

On aalors -2 = M
n n

=

= |un

or lim (wi): lim 2 =0.

n—+x\ N n—+xn

Par le théoréme des gendarmes, on obtient donc lim u, =0.

n—+%
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Méthode n Déterminer une limite par comparaison

Dans chacun des cas ci-dessous, comparer les suites (u,) et (v,) afin de déterminer la limite éventuelle de (u,).
© Pour tout entier naturel n, i, = n? +Vn+1 etv,=n’.
n?+1
n?+2
€) Pour tout entier naturel n, u,=n+(-1)"etv, =n’

e Pour tout entier naturel n, u, = —n - ety, =-n.

v Solution commentée

@ Pour tout entier naturel n, n+1 >0, donc vn +1 existe etvn+1 > 0.0n adonc u, > n.

Or lim n* =+%,donc lim u, =+
n—+® n—+®=
; n2+1 n’+1 n +1
Q Pour tout entier naturel n, 5 >0,donc —— <0,donc —n—=5 < -netdonc,u, < -n.
n°+2 2 ne+2
Or lim (—n)=-%,donc lim u =—o.
n—+. H—3+00 "

£) Pour tout entier naturel n, —1< (~1)"< 1, donc n* —1=<n>+(~1)"< n? +1 et donc w,=n>-1.

Or lim n* =+%,donc lim n* —1=+% etdonc lim u, =+o.
n—+w n—4+% n—y+%

B Comparer des limites

On consideére une suite (u,) telle que, pour tout entier naturel n non nul, ona u, <
On suppose que (u,) est convergente.

3n+5
e

Démontrerque limu, =3.
n— =

v Solution commentée |

On a, pour tout entier naturel n non nul, 3”; 2 = 3?" +% =3+ ﬁ— .

Or lim2=0 , donc, par somme, lim (3+%): 3.

n—+x N n—+=

Onaalors limu, =3,
n—=

Méthode B Déterminer une limite par le théoreme d’encadrement

Déterminer la limite de la suite définie pour tout entier naturel n par :

(=1
"= n+a

v Solution commentée |

Pour tout entier naturel n, -1 =< (-1)" = 1.0rn+ 4 > 0, donc on peut diviser chaque membre des inégalités
parn+4:
i el
n+4 n+4 n+4’

Or Iim( 1 ):(}etdonc li (— 1 ):0.
n—+®= n+4 n_I)T'Jc n+4

On en conclut, par le théoréeme d’encadrement, |im u, =0.
n—+=
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4. Suites arithmétiques et géométriques

, 1. Limite des suites arithmétiques

Propriéte
Soit (1,) une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r.

Sir>=0,alors lim u, =+
n—+%

Sir<o0,alors lim u, =—o.

n—+=

Sir=0,alors lim u, =u,.
n—+%

b DEMONSTRATION |
On écrit la formule explicite de u,, soit u, = u, + nr.
Sir>0,alors lim nr =+, donc, par somme de la constante ug, ona lim (u, +nr) =+,

n—+% n—+m
Sir<0,alors lim nr=—=,donc, par somme de la constante ug, ona lim (u, +nr)=—o.
n—+x n—+%
Sir=0,alors la suite (u,) est constante, égale a u,, donc lim u, =u,.
=4

» 2. Limite des suites géométriques

Propriété (admise)
* Limite de ¢" dans le casou g = 0
Sio=g<1,alors lim ¢" =0 ;Sig>1,alors lim g" =+,
n—+= H—+=

Sig=1,alors lim ¢" =1.

H— 4%
¢ Limite d'une suite géométrique dans le cas ou g = 0
Soit (1,) une suite géométrique de premier terme u, et de raison g = 0.
Sio0=g<1,alors limu,=0.

n—+=
Sig=1,alors lim u, =u, .
n—+%

lim u, =+ lorsque u, est positif

Sig>laloss 27 e
lim u, = - lorsque u, estnégatif
n—+x

Propriété

¢ Limite de la somme des termes d'une suite géométrique dansle cas 0 < g < 1
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, et de raison g telle que 0 < ¢ < 1.

u 1__ n+l
Lasomme des 1+ 1 premiers termes de la suite (u,) est S, =ty +u; +...+u, = f"(]_—‘;)
17
Onaalors lim §, =2
n—+® 1—(}

Eﬁu‘n.:‘i AT LI
Comme0<g<1, lim ¢*" =0,donc, parsomme, lim (1 *q”“) =1.
n—+% nos+®
uy(1-9"") _ u,

Par produit, lim u,(1—¢""")=u, et, par quotient, li = :
ar prod kuo( q""")=u, et, parqu tEt,.'_',Tm = =
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n Déterminer la limite d'une suite arithmétique

o Déterminer la limite de la suite arithmétique de premier terme 3 et de raison -0,1.
9 Déterminer la limite de la suite arithmétique (u,) définie pour tout entier n par u, =-2 +n.
9 Déterminer la limite de la suite arithmétique (u,) sachant que u,=-4 et u = 32.

v Solution commentée _

@ La raison r est négative, donc la suite tend vers —=,
e La raison rest égale a 1. La raison est positive, donc la suite tend vers +.

) Pour tout entier naturel n, on a u, = uy+ nr,ol r estla raison, donc ug = u,+ 6r.

On en déduit :

30=—4+6rc 6r:36<:>r:%:6.

La raison r est positive, donc lim u, =+ .
n—s+=

Méthode B Etudier la limite d’une suite géométrique

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer la limite de la suite géométrique (u,) définie ci-dessous.

7] =—3X2n Vv =-l
n no gn

v Solution commentée _

@ (u,) est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme 1, =-3.
2>1,donc lim 2" =+, 0r-3 < 0, donc, par produit, lim u, =—o.
n—+w H—+®
L
® ona v, =2X (%) ,donc (v,) est une suite géométrique de premier terme v, = 2 et de raison %
0< %< 1,donc lim (%)" = 0, donc, par produit, lim 2x(—15—) =0,donc lim v, =0.

n—t+® A+ n—t+=

Méthode B Etudier la limite de la somme des termes d’une suite géométrique

Déterminer la limite de la somme S, des n + 1 premiers termes de la suite géométrique (u,) définie par
. 2
u,=-1etderaison 3z

Vv Solution commentée

i - —1(1—(_25_2_)"+1j ) _][1_(§)nnj :_%( _(%)m]

2 3
5 5

n+l
Comme 0 < %‘: 1, lim (;) =0, donc, par somme, lim

n+l
1- (l g
s+ 5 n—)+'3=[ 5 ) ]

Comme —% < 0, en appliquant la régle des signes, la propriété sur la limite d'un produit donne lim §, = ——g.
n—+=
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5. Suites arithmético-géométriques
¥ 1. Définition

Definition
Une suite arithmético-géométrique (u,) est une suite définie, pour tout entier n, par une formule de
récurrence de la forme i, , =au, + b, o a et b sont deux nombres réels.

Remarques

* Sia=0, la suite est constante égale a b.

» Sia=1,la suite est arithmétique de raison b.

® Sia=0etb=0,lasuite est géométrique de raison a.

» 2. Représentation graphique

v Exemple

On considére la suite arithmético-géométrique définie par u, =2 et, pour tout entier naturel n, u
1 =08u, +2.

Onau,, ,=f(u, avecf(x) = 0,8x+2, ol la fonction fest affine.

On représente les termes de cette suite arithmético-géométrique dans un repére.

* La courbe représentative de f'est une droite d'équation y = 0,8x + 2 1ty
(en bleu sur le dessin ci-contre).

On trace la droite d'équation y = x.

® On place 1, sur I'axe des abscisses.
On construit u, =f(u,).

On reporte u, sur I'axe des abscisses avec la droite .
d'équation y = x. 14
On construit u, =f(u,). —
On reporte u, sur I'axe des abscisses avec la droite
d'équation y=x.

On peut construire ainsi les uns aprés les autres, tous les termes de la suite (u, ).

h+

¥y=08x+2

=)

-

=
3
=

» 3. Limite des suites arithmético-géométriques

Une suite arithmético-géométrique peut converger vers un nombre réel € ou tendre vers I'infini.

La suite tend vers I'abscisse du point La suite tend vers l'infini.
d'intersection entre les deux droites. Ay
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Méthode D Représenter les premiers termes d’une suite
arithmético-géométrique

Représenter graphiquement les quatre premiers termes de la suite définie par u, =0,5 et, pour tout entier

natureln,u,, ,=-03u,+1.

W Solution commentée

On trace les droites d’équation y=xet y=-0,3x+1.

On place u,=0,5 sur I'axe des abscisses.

On construit I'image u, de u,,.

On reporte u, sur I'axe des abscisses avec la droite d’équation y =x.

On construit I'image u, de u,. 5
On reporte u, sur I'axe des abscisses avec la droite d’équation y =x. wé/;"
On construit I'image u; de u,. -

On reporte u, sur 'axe des abscisses avec la droite d’équation y =x.

/\y
14 =0l M=k
1 A . = 2% :
FTleremmmmenna=n [P 1
My fromommmemess T i
1 i
4 1 i
i b
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1 L L
i i i
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Il : T
i v
il : T
i o
il : o
g, Uyvi o N
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0 0,5 ug U, X

B Conjecturer graphiquement la convergence d’une suite
arithmético-géométrique

Dans les deux exemples ci-dessous, conjecturer la convergence de la suite arithmético-géométrique dont
les premiers termes sont représentés graphiquement.
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w Solution commentée

0 La suite semble tendre vers +=,

3 La suite semble converger vers I'abscisse du point d'intersection des deux droites.



