COURS HACHETTE

CHAPITRE 12

—

REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES ET EQUATIONS CARTESIENNE




Connaitre le cours

Dans tout le chapitre, on se place dans un repére orthonormé de l'espace (O ; ?; E}.

Soient a, b et ¢ trois réels non nuls simultanément.

, 1. Caractérisation des points appartenant a une droite

| JITIE LR a
Soient A(x,; ¥, z,) un point de I'espace et it | b | un vecteur non nul de I'espace.
{2

On consideére la droite % de vecteur directeur i et qui passe par le point A.
Soit M (x ; y; z)un point de I'espace.

xX=x, tat
Le point M appartient a la droite % si et seulement s'il existe un réel rtel que: <y =y, + bt.
=i Loy

f‘fi, 2. Représentation paramétrique d’une droite

Soient o, § et v trois réels.

L'ensemble des points de I'espace dont les coordonnées (x ; y ; z) vérifient le systéme d’équations
x=0o+at

paramétriques < y = + br, ol 1 décrit I'ensemble des réels, est la droite % qui passe par le point

=Y +ct
g= 5

A(ou; B;y) etquiest dirigée par le vecteurii | b |.
C

Ce systéme est une représentation paramétrique de %.

Remarques

* Une droite peut étre définie par la donnée d’une représentation paramétrique.

» Chaque valeur de 1 permet de déterminer les coordonnées d'un point de la droite. Réciproquement,
a chaque point de la droite correspond une valeur de 7.

* Une droite admet une infinité de représentations paramétriques : en prenant un autre vecteur direc-
teur ou un autre point de cette droite, on obtient une nouvelle représentation paramétrique.

v Exemple -1
Soit % la droite de vecteur directeur 17| 4 |qui passe parle point A(5; -2 ; -1).
3 x=5-1¢
Une représentation paramétrique de cette droite est < y =—2 + 4 , ol ¢ décrit 'ensemble des réels.
7=-14+3¢

Pour ¢t =0, on retrouve les coordonnées du point A.
On cherche les coordonnées d'un point de la droite autre que A.

x=5-1 x=4
Pourt=1,0nobtient:{y=-2+4 & {y=2
z=-1+3 72=2

)

Le pointC(4 ; 2 ; 2) appartient donc a 9.
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Méthode n Déterminer une représentation paramétrique d’une droite tingeie @

On considére la droite % qui passe par le point A(—3 ; -1; 2) et le point B(-2; -2 ; 6).
o Déterminer une représentation paramétrique de .
9 Le point C(3 ; 5; —1) appartient-il a la droite % ?

1
“} Levecteur AB | —1 | est un vecteur directeur de %. Une représentation paramétrique de la droite % est
4
x=x, tat x=-3+1
¥y =y, +bt,oltdécrit'ensemble des réels. Cela équivauta @:{y=-1-¢ ,our € R.
z=2z,+ct 2=2+41
3=-3+1¢ 6=t
7)) CeY% < ilexisteunréel rtel que<s5=—1—t <« il existe un réel rtel que <6 =—¢
—1=2+4¢ —3=4¢
=6
< il existe un réel t tel que 1=-6
g=—2
4

La derniére proposition est fausse donc, par équivalences, la premiére est fausse également. Donc le point
C n’appartient pas a la droite 9.

B Exploiter une représentation paramétrique de droite

x=1+3t
Soit A la droite dont une représentation parameétrique est y =8 — 2, ol # décrit R.
7= 6t
o Déterminer les coordonnées d'un point et d’un vecteur directeur de cette droite.
1
9 La droite A est-elle paralléle a la droite 9 dirigée par le vecteur v| -2 |?
1
|V Solution commentee x=o+at
| D’aprés le cours, une représentation paramétrique de la droite A est de laforme { y = + br, ot t décrit R.
3 z=Y+ct

Le point A(c.; B ; 7) est un point de la droite et le vecteur i | /' | est un vecteur directeur de cette méme
"
droite. On identifie les différents nombres: o. =1, 3 = 8 et y =0, donc le point A a pour coordonnées
3

(1; 8; 0).Deméme,a =3,b=-2etc=6,doncu| —2 | On remarque que les coordonnées de A
6

s'obtiennent en posant 7 = 0. En fixant une autre valeur de 7, on obtient les coordonnées d'un autre point.
3=k
) A estparalléle 3% < il existe un réel k tel que u = kv < il existe un réel k tel que 1 —2 = —2k.
6=k

La derniére proposition est fausse. Par équivalences, la premiére I'est aussi. Les droites A et % ne sont donc
pas paralléles.
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2. Equations cartésiennes de plans -

» 1. Caractérisation des points d’un plan par le produit scalaire

Propriéte
Soit 2 un plan de I'espace. Soient A un point de 2 et 17 un vecteur nor- X M
mal a . Un point M de I'espace appartient au plan % si et seulement si : n

AM.;T-’: 0 ap A
Remarque

Un plan peut étre défini par la donnée d'un point et d’'un vecteur normal.

v Exemple 2
Soit P le plan qui passe par le point B(1; -1; 5) et qui admet le vecteur 1| 1 | pour vecteur normal.
-3
2
On cherche a déterminer si le point D(3 ; 0 ; 3) appartienta®.OnaBD | 1
-2

DEPSBD n=02x2+1x1+(2)X(-3)=0 4+1+6=0 < 11=0
La derniére proposition est fausse donc, par équivalences, la premiére |I'est aussi.
Le point D n"appartient donc pas au plan 2.

* 2. Equation cartésienne d’un plan

Soienta, b et c trois réels non tous nuls.

Propriétés et définition
Soit P le plan passant par le point A(x,; v,; z, ) etde vecteur normaln | b |.

(=}

]

Le plan % est I'ensemble des points de I'espace dont les cordonnées (x ; y ; z) vérifient I'équation :
ax+by+cz+d=00ud=-ax,-by,—cz,.
Cette équation est une équation cartésienne du plan 2.

Remarque

Un plan admet une infinité d'équations cartésiennes : en choisissant un autre vecteur normal ou un
autre point de ce plan, on obtient une nouvelle équation cartésienne.

Propriété

Soit d un réel.

L'ensemble des points M (x ; y ; z) dontles coordonnées vérifient I'équation ax + by +cz +d = 0 est
a

un plan P de vecteur normaln | b |.
c

v Exemple

L'ensemble des points de I'espace dont les coordonnées vérifient I'équation 3x —2y+4z7+1=0 est
3

un plan dont un vecteur normal est 7 | —2 |

4
Remarque

Un plan peut étre défini par la donnée d'une de ses équations cartésiennes.
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Méthode n Déterminer une équation cartésienne d’un plan tingeie @
=5
o On considére le plan % qui passe par le point C(3; -2 ; 5) et dont le vecteurn| 3 |est un vecteur
normal. Déterminer une équation cartésienne de ce plan. 1

9 Déterminer une équation cartésienne du plan &, paralléle au plan % et qui passe par l'origine du repére.

() D’aprésle cours,n | 3 | est unvecteur normal a %, donc % admet une équation cartésienne de la forme
1
—5x+3y+z+d =0, 00destunréel.
Deplus C(3; -2 ; 5) appartient a P, donc les coordonnées du point C vérifient I'équation ci-dessus.
Celadonne-5x3+3x(-2)+5+d=0=-15-6+5+d =0 -16+d =0 < d =16.
Donc, une équation cartésienne de % est —5x +3y+z+16 = 0.

On aurait aussi pu utiliser I'équivalence M(x; y; z) € P < CM-n =0 pour trouver 'équation cartésienne
ci-dessus.

Le plan 9t est paralléle au plan %, donc tout vecteur normal & & est un vecteur normal a 9. On en déduit
=5
quen| 3 |estunvecteur normala %, donc une équation cartésienne de %t est de la forme :

1
~5x+3y+z+d =0,00dest un réel.

De plus, le plan 9% passe par l'origine du repére, donc—-5x0+3x0+0+d =0 0+d=0<d =0.
Donc une équation cartésienne de i est 5x+3y+z=0.

Méthode B Déterminer un vecteur normal a un plan défini
par une équation cartésienne

On considere les plans P,, %, et P, définis respectivement par les équations cartésiennes suivantes.
P 3Bxt2yLhzL1=0; P :2xtyptz=0; Poiy—z15=0
0

o On consideére le vecteur w | —200 |. A quel plan ce vecteur est-il normal ?
200

9 Quelle est la position relative des plans %, et P, ?

' On commence par déterminer un vecteur normal a chaque plan. D'aprés le cours, on identifie les
coefficients de chacune des équations cartésiennes pour déterminer les coordonnées d'un vecteur normal.

-3
Pour le plan ,,a = -3, b= 2etc =5, donc un vecteurnormal 3 P estn, | 2 | Pourleplan®,, a=2,b=1
2 5
etc =1, donc unvecteur normal a ?,estn, | 1 |.
1 0

Pour le plan P;,a = 0, b = 1et ¢ = -1, donc un vecteur normal a P, est E; 1
-1

On constate que w =-200 n5, donc le vecteur w est colinéaire au vecteur n.
C'est donc un vecteur normal au plan %,

* 1yeny=2x0+1x1+1x(=1) = 0. Les vecteurs normaux aux plans %, et 2, sont orthogonaux, donc les plans
P, et P, sont perpendiculaires.



