MATHEMATIQUES

CHAPITRE 3

LIMITES DE FONCTIONS




Connaitre le cours
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'::f, 1. Limite infinie

* Une fonction fa pour limite +% en +% si tout intervalle ouvert de
la forme JA ; +[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x suffisam-
ment grand. On note lim f(x)=+.

r—= 4=

* Une fonction f'a pour limite —o en 4 si tout intervalle ouvert de
la forme |- ; A[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x suffisam-
ment grand. On note lim f(x)=—o.

X— o=

» On définit de facon analogue les limites infinies en —o,

Soit n un entier supérieur ou égala 1.On a:

o lim Vx =+ s lim x" =+ « lim x'

1w x—3 4 x——=

— si n est impair "
= ) .p + lim e* =+
+20 si n est pair X +®

P 2. Limite finie

Soit € un réel.

* Une fonction fa pour limite £ en 4+ lorsque tout intervalle ouvert
contenant € contient toutes les valeurs de f(x) pour x suffisamment
grand. On note : [in:x flx)=¢,

* On définit de facon analogue la limite finie de fen —.

v Exemple
Soit la fonction f définie sur |- ; 0[ U ]0 ; +o<[ par

flx)=2- % Soit I n'importe quel intervalle ouvert

contenant 2. Pour x suffisamment grand, % sera suf-

fisamment petit pour que toutes les valeurs de f(x)
appartiennenta /. La fonction f'a donc pour limite 2 T r T
en +x, De méme, fa pour limite 2 en —2=.

* Lorsqu’une fonction f'a pour limite un réel € en +2, on dit que sa courbe représentative admet pour
asymptote horizontale en +2 la droite d'équation y= €.

* On définit de facon analogue une asymptote horizontale en —co.

Soit n un entier supérieur ou égala 1.Ona:

o lim-L=0 o lim-==0 ¢ lim-L=0 ¢ lime* =0

x> +u xt xo+malx x——om x" X—y—@
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n Conjecturer graphiquement une limite en +» et en —»

o Conjecturer graphiquement les limites en + et en —< des fonctions représentées ci-dessous.

N /

£

LY
--..._____-_\

/ \

9 Certaines courbes représentatives semblent-elles admettre des asymptotes horizontales ? Si oui, donner
leurs équations.

-

W Solution commentée

o On peut conjecturer que :

lim f(x)=+»; lim f(x)=+%;
r—=—= r—=a+>

lim g(x)=-=; lim g(x)=+>;
X—3—0 X4

lim h(x)=-3; lim h(x)=-3 ;
A—=—% I—=3+=

lim i(x)=2; lim i(x)=—oe.
r——= XD+

9 D’apreés la question précédente, on peut conjecturer que :
* la courbe ‘€, admet pour asymptote horizontale la droite d'équation y=-3 en +» eten—x;
* la courbe ‘¢, admet pour asymptote horizontale la droite d'équation y =2 en —=,

Méthode B Inscrire les limites dans un tableau de variation

Par lecture graphique, dresser le tableau de variation des fonctions définies dans la méthode 1 eny
portant les limites conjecturées.

W Solution commentée |

X —o0 2 4+
+, +
0

§ 8

X |- 0 4+ 1
2
-3 -3 —oo
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2. Limite en un réel a

* 1. Limite en un réel a

¥y
Définition
Soit @ un réel.
* Une fonction f a pour limite +® en a si tout intervalle de la forme |A ; +[
contient toutes les valeurs de f(x) pour x suffisamment proche de a.
On note )_!I_I')I'I f(x) =+,

T

¢ Une fonction fa pour limite - en a si tout intervalle de la forme |- ; A[
contient toutes les valeurs de f(x) pour x suffisamment proche de a.
Onnote lim f(x)=—zx,

X—a
* Soit £ un réel. Une fonction f'a pour limite £ en a si tout intervalle ouvert
contenant £ contient toutes les valeurs de f(x) pour x suffisamment proche
de a.Onnote lim f(x)={.
X—=a

O

v Exemple

Soit la fonction f définie sur |- ; O] U 0 ; +o9[ par f(x)= iz ’
X

Quel que soit I'intervalle Ide la forme I = |A ; +[, si x est suffisamment proche [ 1\

=

de 0, iz sera supérieur a A et toutes les valeurs de f(x) seront dans 1.
X

s | o B e e e

Donc !imof(x) =400,

Remarque

Une fonction peut avoir une limite « a droite » et une limite « a gauche » qui sont \ |

différentes. 1 \

Dans I'exemple ci-contre, on note lim Iojwet lim L=—c.

r—0 X =0
x=0 <0

b"v{

* 2. Interprétation graphique

Définition

Soit a un réel. Lorsqu'une fonction fa pour limite +% ou —= en a (4 gauche ou a droite), on dit que sa
courbe représentative admet la droite d’équation x = a comme asymptote verticale.

Vv Exemple TN |
Soit f la fonction définie sur |- ; 1[ U |1; +=[ par f(x)= }%1— \ ]
lim f(x)=-oetlim f(x)=+x \\

x—=1 x—=1 A |
£ £1 | 7| ..:.. \.
La droite d'équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe représentative de la 1o ;
fonction f. ' '
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Méthode n Conjecturer les limites d’'une fonction en un réel

o Conjecturer graphiquement les limites aux bornes de leur ensemble de définition des deux fonctions fet g
représentées ci-dessous.
R 5T \

2 [

Par lecture graphique, dresser le tableau de variation des fonctions fet g eny portant les limites
conjecturées.

) - Lafonction fest définie sur |- ; 2[ U |2; +o[.

On peut conjecturer que :

lim f(x)=1; lim f(x)=-2;lim f(x)=+> et lim f(x)=1
ST e x—o2 =2 Xdrken

x<2 =2

« Lafonction g est définie sur |-c0 ; -3[ U |-3;2[ U |2; +[.
On peut conjecturer que :

lim g(x)=0; lim g(x)=+%; lim g(x)=—=; lim g(x)=+%;lim g(x)=-=et lim g(x)=0.
S e 3 r—-3 x—=2 X+

&= x—=2
x=<-3 x>=-3 x<2 =2

flx) 1\
/

glx)

B Conjecturer les asymptotes a la courbe représentative d’'une fonction

Certaines des courbes représentées dans la méthode 1 semblent-elles admettre des asymptotes
horizontales ou verticales ? Si oui, donner leurs équations.

» La courbe ﬁgf semble admettre pour asymptote verticale la droite d'équation x = 2 et pour asymptote
horizontale la droite d'équation y=1.

» La courbe ‘@g semble admettre pour asymptotes verticales les droites d'équations x = - 3 et x =2 et pour
asymptote horizontale la droite d'équation y=0.
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§

3. Limites et opérations W&—f’a

Dans toute cette page, f et g désignent deux fonctions, € et €’ deux réels. Le symbole = désigne soit
+o0 soit —0. Les propriétés ci-dessous portent sur les limites en +2, en—x ouen a € R.

* 1. Somme, produit et quotient

Propriété (admise) : limite de la somme de deux fonctions
Silimf=... € £ £ o0 — +3
etlimg=... s +0 —» +0 —» -
alorslim (f + g)=... €+ +0 —w +a0 —w Forme indéterminée
Propriété (admise) : limite du produit de deux fonctions
Silimf=... ¢ ¢ = 0
etlimg=... ¢ o = w0
alorslim(fx g)=... o L L Forme indéterminée
Propriété (admise) : limite du quotient de deux fonctions
Silim f=... ¢ ¢ ¢ w % 0
etlimg=... €+0 0 = € *
alors lim (£]= ~%—, % 0 @ Forme indéterminée Forme indéterminée
Remarques
® Quand le tableau indique « forme indéterminée », on ne peut pas conclure grace aux propriétés.
Il peut étre nécessaire de transformer I'écriture de la fonction pour trouver sa limite éventuelle.
* Quand le tableau indique <, il faut utiliser la régle des signes pour conclure.

* 2. Composition

a, b et ¢ désignent soit des réels, soit +3, soit —c°.

Propriété (admise)

lim f(x)=b

s JXx—a - _
o )= o i) =g
X—b

Remarque

Le nombre g( f(x)) est I'image par g du nombre X = f(x), lui-méme image de x par f.

Propriétés (admises)
© Soient f'une fonction et (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, = f(n).

i lim =a,alors lim u =a.
Sx—)+mf(X) : IO n n

li
-4
¢ Soient f une fonction définie sur un intervalle / et (1,) une suite définie sur M dont tous les termes
appartiennent a 1.Si lim u, =aet lim f(x)=b,alors lim f(u,)=b.

i—=a n—+=

n—3+0
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Méthode n Déterminer une limite en+ @ et en -

Etudier les limites des fonctions définies par les expressions suivantes quand x tend vers a.

Q /)=y +2x-2;a=+0. @ gx)=(VT+)7-2x);a=+o. @ h(x)=—

;a4 =—050,
2 =1

R, ol L
a1d-1-1

lim x* =+<et lim (2x—-2)=+=. Donc, par somme, lim f(x)=+c.
x—+w x—+® £—3 +m=

lim (J;-i- 1) =+wet lim (7—-2x)=—. Donc, parproduit, lim g(x)=—2= (on utilise la régle des signes).
X3+=

= 4= x4
o lim (xz - 1) =+, Dong, par passage al'inverse, lim 21 =0,
. r—3—= r=3-m Y _1

Méthode B Déterminer une limite en un réel a

Soit f la fonction définie sur |- ; 1L U |1; +¢[ par f(x)=
» Déterminer la limite de f quand x tend vers 1.

1
x—T

lim (x — 1) = 0 dong, par passage a l'inverse, quand x tend vers 1, f(x) tend vers une limite infinie
x—=1
(+90 ou—=). Pour conclure, il faut utiliser la régle des signes et donc connaitre le signe de f(x).

* 1% cas: quand x tend vers 1 et x > 1 (limite a droite).
x>1,doncx-1=0,s0itf(x) = 0;donc lim j(x)=+e=.

x—1
x>=1

» 2% cas : quand x tend vers 1 et x < 1 (limite a gauche).

x<ldoncx-1<0,so0itf(x) <0;donclim f(x)=—o.
x=1
xr=<1

Méthode B Lever une forme indéterminée

Déterminer les limites des fonctions définies par les expressions suivantes quand x tend vers +.

Q/0=x-x  @sw=2]

1

lim x?=+<et lim (-x)=—= donc, par somme, on rencontre une forme indéterminée.
I—=+= =+

Dans le cas d'une fonction polynéme, on factorise par la puissance de x de plus haut degré.
lim (xz = x) = lim x2(1 - l). Quand x tend vers +o, x> tend vers o et 1- - tend vers 1.
13+> X—+= X X
Par produit, on adonc: lim f(x)= +e,
X+

) lim (2x—=7)=+= et lim (1 - xz) = -0 dong, par quotient, on rencontre une forme indéterminée.
] X 4=

Dans le cas d'une fonction rationnelle (quotient de deux polyndmes), on factorise par la puissance de x de
plus haut degré.
7 7
x(2-Z) Gl
lim fx‘z = lim ——%5= im ——
xo+®|— X x—3+w 2 x> 4®
x( 2—1) .\:( 2—1)
X X

Quand x tend vers +3, le numérateur a pour limite 2 et le dénominateur tend vers —, par produit.

Ainsi, le quotient a pour limite 0, donc lim g(x)=0.
X3+



Connaitre le cours

4. Limites et comparaison Wg«”a
¥ 1. Limite infinie

Théoreme

Soient deux fonctions f et g telles que f(x) = g(x) sur un intervalle du type
[A;+>[, ouA estunréel.

®Si lim f(x)=+=,alors lim g(x)= +.
X—+m x> +=

°Si lim g(x)=-o,alors lim f(x)=—c.
X 4+=

e
Par analogie, on peut écrire le méme théoréme lorsque x tend vers —=
ou vers un réel a.

v Exemple

Soit f'la fonction définie sur [-1; +oo[ par f(x) = x* + 2?-—"'§+:
X+

Pour tout x € [-1; +o, 22—‘4'45"4 = 0,donc f(x) = x2
Bt |

Deplus, lim x? = +2.0n peut doncen conclure que lim f(x)=+=.

X+ T +m

¥ 2. Limite finie

Théoreme des gendarmes (admis)

Soient € un réel et trois fonctions f; g et i telles que f(x) = g(x) = h(x) sur
unintervalle du type [A ; +o<[, ou A estun réel.

Si lim f(x)=€et lim h(x)= € alors lim g(x)= €.
X—=+x xX— 4o r—42

Par analogie, on peut écrire le méme théoréme lorsque x tend vers —= ou
vers un réel a.

W Exemple
Soit f la fonction définie sur |0 ; +2¢[ dont la courbe
représentative est donnée ci-contre et telle que,

pourtoutxe]0;+00[,1-%sf(x)51+%_ -

«
f
lim L =0,donc lim (1-1):191 lim (1+l):1. "/\%M‘m
x—o+m X 1=+ X T3+ X
D'aprés le théoréme des gendarmes, on conclut que

lim f(x)=1 0‘/‘;}.=1‘_l' T T T T

X+

* 3. Croissances comparées

Théoréme des croissances comparees
Pour tout entier naturel n, ona:

X
e lim £ =4 + lim x"e* =0
x4y r— -
Remarque

Ce théoréme illustre le fait que la fonction exponentielle croit en +2c bien plus vite que toute fonction
puissance.
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Méthode B Déterminer une limite infinie par comparaison

Soit fla fonction définie sur [ par f(x) = x + cos(x).
o Tracer la courbe représentative de la fonction f et conjecturer les limites de fen —= et en 4.
9 A l'aide d'un encadrement de cos(x), déterminer les limites de fen —x et en +2,

) La courbe est tracée ci-contre. Graphiquement, on peut conjecturer que :

lim f(x)=-wet lim f(x)= +o.

x—y—m= P ]

Pour tout réel x, on sait que —1= cos(x) = 1.
Donc—-1+x=x+cos(x)=1+x.

* Limite en—: onsaitque lim (1+x)=-%et f(x)=1+x.
Dokc b FEyESE

. Limi;e_)e-_r:%o :onsaitque lim (-1 +x)=+»et f(x)=-1+x.
Donc lim f(x)=+ee, T

X+

B Utiliser le théoréeme des gendarmes

Soit f'la fonction définie sur |~ ; 0[ U ]0 ; +9o[ par f(x) = &i(ﬂ +1

o Tracer la courbe représentative de la fonction fet conjecturer ses limites en + et en —,

o En utilisant un encadrement de cos(x), donner un encadrement de f'(x) et en déduire les limites
conjecturées.

On conjecture que lim f(x)=1etque lim f(x)=1.
X+ r—3—=

) On sait que, pourtout x réel, —1 < cos(x) < 1.

* 1% cas : x > 0 (pour lalimite en +=).
On peut alors multiplier chaque membre de cette

double inégalité par P - cos(x) &l
X X X X
Donc—l+1s—c°s(x)+1£l+1,
X X X
donc—Ll+1< f(x)<l+1
onc—— J(x) =

or lim 1= im (-1)=o,

1=+ X yo4xt X

donc lim (i+1): lim (—l+1):1.

ro+m\X r—+x X
Donc, en appliquant le théoréme des gendarmes,
lim f(x)=1
14w

» 2% cas : x < 0 (pour la limite en — ).
On peut alors multiplier chaque membre de

cette double inégalité par l, mais les inégalités
X

changent de sens :—% = cosix) =1

x x
Donc—l+‘lam+121+1
X J X
1

1
nc——+1= =—+41
donc 1= f(x) i

or lim 1= lim (—l)zo,

xo-xoX y3-ml X
donc lim (1+1): lim (—l+1):1.
x—y—co x—=+x\ X

Donc, en appliquant le théoréme des gendarmes,
lim f(x)=1.
x—-—m=



