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Connaitre le cours

1. Equations du second degré 2 4
a coefficients réels
* 1. Equation du type z2 = a

Propriéte

Soit a unréel non nul.

L, . . 2 _ . . .
équation z* =a admet toujours deux solutions dans C :

* sia =0, la solution est 0.

s sia>0, les solutions sont les réels va et —va .

® si a < 0, les solutions sont les imaginaires purs ia et —iva .

* 2. Equations du type az? + bz +c =0

Propriété
Soient a, b et ¢ troisréelsavec a # 0.
On considére dans C I'équation (E) : az2 + bz +c¢ =0, de discriminant A = b — 4ac.

: o —b+vA —b—JA
* Si A>0,(E) admet deux solutions réelles : z, = bza etz, = bza .
* Si A=0, (E) admet une unique solution réelle, dite racine double: z = ;—f:.
—b+iv—A —b—iv-A
* Si A< 0, (E) admet deux solutions complexes conjuguées: z, = bzl—a etz,= b;—a.

Remarque

Lorsque le discriminant est négatif, il suffit de déterminer I'une des solutions. L'autre s'obtient en
prenantle conjugué de la premiére.

v Exemple
Le discriminant de I'équation (E) z2+z+1=0 est A=—3.
Les solutions de (E) sont les complexes conjugués: z, = %{5— etz,=7,= H;E.

*3. Factorisation d'un polynéme du second degré

Propriéte

Soient a, b et ¢ troisréels avec a#0.

On considére le polynome P tel que, pour tout z de C, on ait P(z)=az’+bz+c=0.

On note z, et z, les solutions dans C de I'équation P(z) = 0, avec éventuellement z; = z,.
Alors pour tout z de C,ona P(z)=a(z-z,)(z—z,)-

v Exemple
On définit le polynéme P par P(z)=2z2—-2z+5.
Le discriminant de I'équation P(z)=0 est A=—16.

: i ; g i ; == :
Les solutions de cette équation sont les complexes conjugués: z, s 1-2etz,=7,=1+2i,

Par conséquent, on peut factoriser P(z) sous la forme P(z)=(z—(1-2i))(z —(1+2i)).
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Exercice résolu n Résoudre une équation de degré 2 dans C

Résoudre dans C les équations suivantes.

@ 2:2+3:-5=0 2] zz—3z+%:[} € 2-4:+8=0

() A=32-4x2x(-5)=9+40=49.

L

A =0, doncl'équation possede deux solutions réelles :
_—3-v49 -3-7 5 _ —3+vV49 -3+7
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9
A:(—3)2—4x1xE:9—9: 0.

-3 3
A=0,doncl'équation posséde une solution double: z, = i

' A=(-4)"-4x1x8=16-32=-16.
A< 0, doncl'équation posséde deux solutions complexes conjuguées :

4-iyJ-(-16) _4-4i ) — . ‘
H= %1 = 3 :2_2|ETZ.2=2.|=2—2I=2+2|_

B Résoudre une équation se ramenant a une équation

du second degré

Résoudre dans C les égquations suivantes.

© #+2:2-8=0 (2] %—34-13:0

€] Il s'agit d'une équation bicarrée, on pose Z = z2 et 'équation devient : Z2+2Z —8=0.

1" étape : Résolutionen Z
A=2?—4x1x(-8)=4+32=36.
A =0, doncl'équation posséde deux racines réelles :
_—2—J3_6_—2—6__§__4 — —2+v36 _-2+6 _4 s
™ oy T 7 B 5T w0 2 2
2° étape : Résolutionen 7
7> =Z,=-4,donc z=2i ou z=-2i.
*=2Z,=2,donc z=v2 0uz=-2.
Donc I'équation z* +2:2—8=0 posséde quatre racines : 2i, —2i, V2 et —2.

' Pourtout z#0,0ona:

1 4 1-47+1372
—2——+13:0¢:>272
Z Z Z
A=(-4)’-4x13x1=16-52=-36.

A <0, doncl'équation posséde deux solutions complexes conjuguées :

=0&13z2-4z+1=0.

4—iyJ—(-36) 4-6i 2-3i — (2-3i 2+3i
|: — = E‘t zzzzl: —_— = —_—
2x13 26 13 13 13
< 2 2-3i  2+3i . < :
Les solutions de 13z°—4z+1=0 sont ETH et 3 gui sont non nulles, donc ce sont aussi les solutions

1 4
de - -—+13=0.
¢z



Connaitre le cours

, 1. Fonction polynéme

¢ Soient n un entier naturel et a,, a,, ... a, desréels (éventuellement des complexes)
avec a, # 0. Une fonction polynéme, ou polynéme, P est une fonction définie sur C
qui admet une unique écriture polynomiale, a savoir, pour tout nombre complexe z,
P(z)=a,z"+a, " '+...+az+a,.

* Le polyndme nul est le polynéme P tel que pour tout complexe z : P(z)=0.

* Si P n'est pasle polyndme nul, n est le degré de P.

* On appelle racine d'un polynéme tout complexe z, tel que P(z,)=0.

v Exemple
* P(z)=3 est un polynéme constant, son degré est 0.
* P(z)=3z%estun monéme de degré 3.

e

Un polynome est le polyndme nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

-

, 2. Factorisation par z —a

On dit qu'un polynoéme P est factorisable (ou divisible) par z—a s'il existe un polynéme Q tel que:
P(z)=(z-a)Q(z).

Vv Exemple
P(z)=z?—4 est factorisable par z—2 puisque P(z)=(z-2)(z+2).

Soit @ un nombre complexe.
Pour tout nombre complexe z et tout entier naturel non nul n, z" —a" est factorisable par z —a.

n—1
Ona:z"-a"= (z-va)(z’H gt gt -I—a"“):(zva)[z‘akz"‘”‘ ]
k=0

Rl Le polyndme P est factorisable par z—a si et seulementsi a est une racinede P.

, 5. Degré et racines

|
Un polynéme non nul P, de degré n, admet au plus n racines distinctes.

Remarque

Si un polynéme de degré n s'annule pour au moins n + 1 racines distinctes, alors P est le polynéme nul.



D

E
g P
f Chapitre 4 » Equations polynomiales
6\8

.muw=@‘°°°
n Factoriser un polynéme dont une racine est connue

On définit le polynéme P pour tout complexe z par: P(z)=z*-4z>—z+2.
o Vérifier que 2 est une racinede P. 9 En déduire une factorisation de P.

) P(2)=2*-4x22-2+2=16-16-2+2=0, donc 2 est bien une racine de P.

Comme P(2)=0,on sait que P est factorisable par (z—2), c'est-a-dire qu'il existe un polynéme Q tel que,
pour tout complexe z, P(z)=(z—2)Q(z). Comme P estde degré 4 et z—2 estde degré 1, alors Q estde degré
4-1=3.Donc QO(z) est de laforme az>+bz>+cz+d ol a, b, ¢ et d sont des réels a déterminer.

METHODE 1 : La méthode des coefficients indéterminés.
Ainsi P(z)=(z —2)(az3 +b72+ez +a‘).

P(2)=az* +bz> +cz? +dz-2a7° —2bz* —2cz-2d =az* +(b—-2a)z> + (¢ —2b)z* +(d —=2¢)z - 2d .
On peut facilement identifier a et d : a=let -2d=2<=d=-1.

b-2=0
En identifiant les coefficients des termes de degré 2 et 3, on est ramené a résoudre le systéme : < ¢—2b=—4 dont
les solutions sont : h=2 et c=0. Donc P(z)= (z—2)(z3 +2zz—1) =1-2c=-1
METHODE 2 : La méthode de la division Afin de simplifier les calculs, on peut adopter une disposition
On considére le terme de plus haut degré de Q, ainsi analogue a celle utilisée pour la division des nombres :
el . ; E

.Q(?).—Q +R,(Z) (‘ou R est un polynéme de degré P(2) 24—472—742 .2
inférieur ou égal a 2).
On obtient:P(z)z(z—2)(33+R(z)) Bx(z=2) s*-2 e
En développant, on obtient :
2t —47°—z+2—(z-2)7’=(2-2)R(z) B(z2)=P(z)-2(z-2) 2z*-4z2-7+2
soit 277 —472 —z+2=(z-2)R(z) s s s
Et on réitére le procédé avec R : 2:°x(z-2) 2z -4z
R(z)=2z,+5(z) (ou S estun polyndme de degré P

= — — —z+2
inférieur ou égal a 1). B)=E()-2(-2) N
(z-2)(?+22% 1) =2*+ 277 —z-2s* 47742, (-)x(z-2) -z+2

4 2
=z'-47°—z+2=P(3)
P (2)-(-1)(z-2) 0

B Résoudre une équation de degré 3 a coefficients
réels dont une racine est connue

On définit le polynéme P pour tout complexe z par: P(z)=2> +2z2-1.
o Vérifier que -1 est une racine de P. 9 En déduire les autres racines de P.

D P(—1)=(-1) +2x(-1)*=1=-14+2-1=0, donc —1 est une racine de P.

) Puisque (—1) est une racine de P, alors P est factorisable par (z+1) donc il existe une fonction polynéme
dusecond degré O telle que pourtout z € C : P(z)z(z+'|)Q(z)=(z+1)(azz+ bz +c).

On reprend I'une des méthodes exploitées dans I'exercice résolu 1 pour démontrer que Q(z)=z%+z-1.

Dol P(z)=(z +'I)(z2 +z'.—'l) .

P(z)=0& (z+1)=0 ou z2+z-1=0, il reste a résoudre 72 +z-1=0. A= -4 x1x(-1)=5.
-1-+/5 P 1445 -1-+5 —1+45

—5 L= Les racines de P sont: 3 3

A >0 :deux racines réelles : z;= et (-1).




