MATHEMATIQUES

CHAPITRE 4
Equations différentielles et primitives

—




Connaitre le cours

1.
¥ 1. Généralités

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction.
L'égalité qui forme I'équation se présente comme une relation entre la fonction inconnue, une ou
plusieurs de ses dérivées successives, et potentiellement d'autres fonctions.

Remarque

La fonction inconnue est en général notée y. On peut également utiliser d'autres notations comme f
ou méme parfois x.

v Exemple
y' —4y=3x - lest une équation différentielle.

La fonction inconnue est notée y. C'est une fonction de la variable x. La notation y’ désigne la dérivée
de la fonction y. Le membre de droite de I'équation est la fonction affine x—>3x—1.

Résoudre une équation différentielle signifie trouver toutes les fonctions qui vérifient I'équation.

Remarque

Lorsque l'on résout une équation différentielle, on cherche en général des fonctions définies sur le
plus grand intervalle possible.

, 2. Equation différentielle de la forme y’' = f

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
On appelle primitive de fsur I toute fonction dérivable sur I solution de I'équation différentielle y'=f.

v Exemple

On considére I'équation différentielle y' = 2x + 4.
La fonction F définie sur R par F(x) = x* + 4x— 1 est une solution de cette équation différentielle sur R.
La fonction F est une primitive sur R de la fonction f : x+—2x + 4.

Si fest une fonction continue sur un intervalle 7, alors f admet des primitives sur /.

Soit f une fonction continue sur un intervalle 7 et F une primitive de f'sur I.
= Pour tout réel k, la fonction F+ k est une primitive de f'sur L.

* Si G est une primitive de f'sur /, alors il existe un réel k tel que G=F+k.

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
Quels que soient x, €1 et y, € R, il existe une unique primitive F de f'sur I telle que F(x, ) = y,.

Autrement dit, I'équation différentielle y’ = f admet une unique solution F telle que F(x;) = y,.
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Méthode n Vérifier qu’'une fonction est solution d'une équation différentielle

Dans chaque cas, vérifier que la fonction donnée est bien solution de I'équation différentielle.
o [ :x+>3x? — 2x + 1définie sur R et (E,) 'équation différentielle y' = 6x — 2.
e g : x> xe" définie surR et (E,) I'équation différentielle y' — y = e*.

€ h:xse In(1+e72*) définie sur R et (E;) I'équation différentielle y' — 2y = - “2_2 .
+e ™"

' festdérivable sur R et f*(x) = 6x — 2, donc fest solution de (E, ).

1) g estdérivablesurRetg'(x)=e" + xe' =e" +g(x) donc g'(x)— g(x) = e".
La fonction g est donc bien une solution de I'équation différentielle (E, ).

£ i : —2x —2p7%F
) h est dérivable surR et h'(x) = 2e**In(1+ e72* ) + e** Lz-'
: Tias

—2x
Ainsi, '(x) = 2h(x) = 2e> In(1+ e 27 )+ @2t 28— 202%|p(14e 2% )= ——2
( ) ( ) ( ) -I+e—2.r ( ) 1+e—2.!'

La fonction 4 est donc bien une solution de I'équation différentielle (E; ).

B Vérifier qu'une fonction est solution d'une équation différentielle
delaformey’'=f

Dans chaque cas, vérifier que les fonctions données sont bien solutions de I'équation différentielle.
o I —x? +1et g :x— x? — 4 pour I'équation différentielle y' = 2x.

9 L ix—=In(x) et g, : x—=In(x) + 4 pour I'équation différentielle y' = %

f/(x)=2x,donc f, vérifie y' = 2x et g,/'(x)=2x,donc g, vérifie y' = 2x.
1, et g, sont solutions de I'équation différentielle y’ = 2x.

& Lx)= %, donc f, vérifie y' = % etg,'(x)= %, donc g, vérifie y' = %

1> et g, sont solutions de I'équation différentielle y' = %

B Déterminer des primitives

On considére l'équation différentielle (E) y'=(x+1)e".
o Vérifier que la fonction H : x> xe* est une solution de I'équation différentielle (E).
e En déduire toutes les primitives de f : x —(x +1)e".
9 Déterminer la primitive F de ftelle que F (1) = 2.

) H'(x)=1xe" +xe* =(x +1)e".
La fonction H est donc bien solution de I'équation différentielle y' = (x + 1)e".

' Les primitives de fsont les fonctions F de la forme F(x) = xe™ + k, avec k constante réelle.

' Oncherchektelque F()=2:F(=2 o 1xe'+k=2 o k=2-e.
La primitive de f, dont I'image de 1 est 2, est définie sur R par F(x)=xe' +2—e.
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2. Primitives d'une fonction continue

’ 1. Primitives des fonctions usuelles

Propriete
Lafonctionf: x> ... aune primitive F: x> ... surlintervalle I=...
k (constante) kx R
- P Sin>0:R
X(nE€Zn#0n#-1) n+1 Sin=-2:]-;0[ou0;+[
-1 1 J-o0;00 ou 10; +<l
_]‘.'2 x ' '
1 In(x) 10; 4ol
71; 2x 10; 442
e' e' R
Remarque

On obtient ce tableau par « lecture inverse » du tableau des dérivées usuelles.

’ 2. Primitives et opérations

Théoreme

Soient fet g deux fonctions admettant respectivement F et G comme primitives sur un intervalle 7 et
soit A un réel. Alors F+ G est une primitive de f+ g sur I et LF est une primitive de Afsur L.
Remarque

Ce théoréme se déduit des opérations sur les fonctions dérivables.
v Exemple
Soit fla fonction définie sur |0 ;+o<[ par f(x)= x? - -f?

3
La fonction F définie sur O ;+o[ par F(x) = ;:3__ - 5In(x) est une primitive de fsur J0 ; +4.

Propriéte
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
Fonction fdu type ... a une primitive F du type ... Conditions
ai+l
Wil mEZ,n-0nz-1) :+1 Sin=-2,ulx)#0 pourtout x de /
2u'u u? Pour tout réel x de /
% ~% u(x) #0 pour toutx de /
_T;u Ju u(x) = 0 pour tout xde /
o In(lu)) u(x) = 0 pour tout xde fou
u u(x) < 0 pour tout xde /.
u'e" et Pour tout réel xde /.
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n Utiliser la formule d’'une primitive de x — x"

o Soit fla fonction définie sur R par f(x)=2x> —5x% +4x—1.
Déterminer une primitive F de fsur R.

9 Soit g la fonction définie sur |0 ; +29 par g(x) = —3;4— ——3?.
X X

Déterminer une primitive G de g sur ]0 ; +22[.

n+l

On sait que, pour tout entier n différent de 0 et -1, une primitive de x — x" est x — J}’L_,I.Donc ;
" 3 1 A 3 5 1.4
* une primitive de x+> x” sur R est x+— T donc une primitive de x+— 2x” sur R est x+— 2 X=X
g il 2 x3 R 2 x3 5 3
* une primitive de x> x“sur R est x — 3 donc une primitive de x+— —-5x“sur R est x+—= —5x T3
B el xz T T xz 2
* une primitive de x+ x sur R est x — 5 donc une primitive de x+ 4xsur R est x+— 4 XS= Doyt
* une primitive de x> -1 sur [® est x> —x.
Donc la fonction F définie sur R par F(x)==x* g x> +2x? — x est une primitive de fsur R.
-3
2 ] i“ -4, donc une primitive de x — i sur JO ; +oof est x> 22— = _—13
X x4 -3 3x
A _ 3y b 1 B . |
7 = X, doncune primitive de x> —-sur [0 ; + [estx-—>—_2 =—
X X 2x

La fonction G définie sur |0 ; +o[ par G(x) = 3_—13 + lz est donc une primitive de g sur |0 ; +22[.
X ¥

Méthode B Reconnaitre la forme d’une fonction pour en déterminer une primitive

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer une primitive F de la fonction f donnée sur l'intervalle  donné.
= 2 Aty =
O r(0)=2x(x*-1)";1=R. /= )2 2 r=] ],
A el B - =
ef(x)—s_qu’*] 90,3[- Of(x) 3x2e* ;1 =R.

festde laforme u'u® avec u(x) = x? — 1, donc une primitive de fsurR est la fonction F définie par
u(x) TR
F(x)= =<(x*-1)".

festdela forme A avec u(x)=2x+1etu(x)= 0sur }»— +00[ donc une primitive de f'sur I = :I—E;+00[

1
2x+1

est la fonction F deﬁnle par F(x)= —m =-

festdela forme  avec u(x)=5-3xetu(x)>0sur }w —[ donc une primitive de fsur }w %[ estla
fonction F danle par F(x)=In(u(x))=In(5-3x).
f festdelaforme u'e" avec u(x) = x3, donc une primitive de fsur R est la fonction F définie par

F(x)=e“" =
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, 1. Equations différentielles de la forme y’ = ay

Soit @ un réel.

Les fonctions solutions de I'équation différentielle y' = ay sont les fonctions x — Ce
constante réelle.

Si, de plus, pour deux réels x, et k donnés, y(x, ) = k, alors la fonction définie sur R par x— keclx=so)
est l'unique fonction solution de I'équation différentielle y’ = ay.

“* ol Cest une

Soit C un réel. Les fonctions f'de la forme x — Ce™ vérifient f'(x) = Cae™ = af(x).
Elles sont donc bien solutions de I'équation différentielle y' = ay.

Réciproquement.

Soit g une solution de I'équation différentielle y' = ay.

La fonction x +— €™ ne s'annule pas sur R. On pose h(x) = e™* g(x).

La fonction h est dérivable sur [R. On utilise la dérivée d'un produit :

B(x) = —ae™ g(x) +e™ g'(x) =™ (-ag(x) + g'(x)) =™ (~ag(x) + ag(x)) =0, car g vérifie g'(x) = ag(x).
h'(x) = 0, donc la fonction & est constante. Il existe donc un réel C tel que, pour tout x réel, h(x) = C.

On en conclut donc que g(x) = Ce™.

Ainsi, les fonctions solutions de I'équation y' = ay sont les fonctions de la forme x — Ce®, ol C est une
constante réelle.

De plus, si y(x,) =k, alors Ce™ = k ce qui équivaut a C = ke™*%,

La fonction f définie sur R par f(x)= ke““~%) est I'unique solution de I'équation différentielle vérifiant

e =k.

, 2. Equations différentielles de la forme y’ = ay + b

Soient a et b deux réels non nuls. Les solutions de I'équation différentielle y'= ay + b sont les
oy — b

fonctions de la forme x — Ce = ol C est une constante réelle.

Remarque
b

a
® Les fonctions x — Ce® sont les solutions de I'équation différentielle y' = ay.

* La fonction x— — = est la solution particuliére de I'équation différentielle y' = ay + b.

“ Exemple
On considére I'équation (E) y'=3y—2.0naa=3etb=-2.
Les solutions de I'équation (E) sont les fonctions f définies sur R par :

flx)=Ce? +%, avec C réel.

Soient x, et k deux réels fixés.
Il existe une unique solution de I'équation différentielle (E) ¥’ = ay + b vérifiant la condition initiale
¥(%) = k.
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Méthode D Résoudre y'=ay
Dans chaque cas, résoudre l'équation différentielle.
Q-4

e 2y'+5y=0

w Solution commentée

o L'équation est de la forme y'= ay avec a = —4, donc les solutions sont les fonctions x+— Ce™*, o1 Cest une
constante réelle.

(2 2y'+5y=0¢=>2y'=~5y<:>y'=—%y

s
L'équation est de la forme y'=ayavec a = -—%, donc les solutions sont les fonctions x— Ce 2", ou Cest une
constante réelle.

i

D
B Résoudrey’'=ay+b

Résoudre I'équation différentielle y' = —y +1.

w Solution commentée

On consideére I'équation (E) y' = -y +1.
L'équation est de laforme y'=ay+b, aveca=-1eth =1.
Les solutions de I'équation différentielle (E) sont les fonctions f définies sur IR par :

) = Ce™ ”% =Ce ™ —_1__ e * 11,00 Cest une constante réelle.

-1

Méthode B Résoudre des équations différentielles avec condition initiale

Déterminer la solution de I'équation différentielle 3y’ — 2y =3 vérifiant y(1) = 2.

% Solution commentée

2y+3
3y -2y=33y =2y+3ey= y3 c»y'zwg—y+1.
L'équation est de laforme y' =ay + b, aveca z% eth=1.

Les solutions de I'équation différentielle 3y’ — 2y = 3 sontles fonctions y définies sur R par
2
y(x) = Ce3" ﬂ% avec C constante réelle.

2x1 3
De plus: y(1)= 2 © Ce3 ~5=2¢:>Ce

|
|

—2:300c=2_14
_2+2@C 2e

rE.-|m|Mf""-|

La solution de I'équation différentielle 3y ' — 2y = 3 vérifiant y(1) = 2 est donc la fonction y définie par :

22 3
)’(x)z]ie 3xed —%:%e%(r ”—%



