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1. Interprétation géomeétrique du module
c—a

etde I'argumentde ——
g b—a

"I Module de £ —¢
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; i0v).

Propriétés

Soient A, B, C et D quatre points distincts d'affixes respectives les nombres complexes a, b, c et d.
On a les égalités suivantes.

* |c—a|=|a—c|=AC.

* |b—a|=|la—b|=AB.

b—a| AB

v Démonstration

Les deux premiéres égalités ont été démontrées au chapitre 2.
Comme les quatre points sont distincts, ona b#a.

E =‘;—a|| par propriété du module 5
c—al AC ¢
seoms) b -al "E ) %.,ww@“’f
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0; i, 3)

, 2. Argument iy

Propriéte

Soient A, B, C et D quatre points distincts d'affixes respectives les nombres complexes a, b, c etd .
Ona:

arg(%] = (E, A_C)') (2m).

Remarques

Soient A, B, C et D quatre points distincts d'affixes respectives les nombres complexes a, b, c etd.
On a les propriétés suivantes.

* A appartienta la médiatrice de [ BC]| si et seulement si

c—a
—=1.
b—al

¢ Les points A, B et C sont alignés si et seulement si arg( aj 0 (m).

* Les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires si et seulement si arg(;"—aj =% (m).
—d



Chapitre 5 « Utilisation des nombres complexes

n Etudier une configuration géométrique

Soient les points A, B et C d'affixes respectives a=1+2i, b=2 et c=—1+i.

o Placer les trois points dans le plan complexe. Que peut-on conjecturer sur la nature du triangle ABC ?

e Démontrer cette conjecture.

On peut conjecturer que le triangle ABC est isocéle et rectangleen A,

h AB:|I;—a|:|2_(1+2i)|:|—|_2i|:./—|2+2z :JE,
AC:|c—a|:|—1+i—(1+2i)|:|_2_i|:,/12+2z -5

Comme AB=AC, letriangle ABC estisocéleen A.

= arg(%} = arg(_?Si] =arg(—i)= —% (2m).

Le triangle ABC est doncrectangleen A.

I

Exercice résolu B Déterminer un ensemble de points

Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des points M d‘affixe z vérifiant la condition.

o g+3-i]_ earg(z 3:] ;:( ). 93"9(1?312:]:“(2“)-

z—1-2i

...... ) Soient A et B les points d'affixes a=—3+i et b=1+2i.
Soit un complexe z, z # b.
Z+3-i| z—(3+i)|
z—1-2i| —(1+2i)|

I—a AM
Z—b‘ <:>BM (=3

+3-i
L'ensemble des points M dont |'affixe z vérifie z 2i‘ =1 est la médiatrice

dusegment [ AB].

Soient A et B les points d'affixes a=3iet b=2
Soitun complexez, z#aetz#b.

arg( ;_3;}:% (1) arg(%jzg (n)@(ﬁ,ﬁ):

NS

().
-3

; T
L'ensemble des points M dont l'affixe z vérifie arg(‘—zj =5 (m) est le cercle de
diameétre [ AB] privé des points A et B. Z

Soient A et B les points d'affixes a=—1+2i et b=3-i.
Soitun complexez, z# aetz# b.

arg(2+1—2.ij n (27) @arg(ﬂ] n (2m) @(a‘;,m):n (2m).

z—3+i (3-i)
z+'| 2i
L'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie arg —331)~F (2m), est le segment

[AB] privé des points A et B.
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Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (();ﬁ, 3)

Connaitre le cours

Soit n un entier naturel non nul.
On appelle racine n-iéme de l'unité, tout nombre complexe z tel que z" =1.

Remarques
» Pour tout entiern non nul, 1 est solution de I'équation z" =1.
® Les racines n-iemes de |'unité sont les racines du polynéme z" —-1.

Pour tout entier naturel n non nul, z" =1 admet exactement n racines n-iémes distinctes.
2km

|—
Ce sont les nombres complexes de laforme e * , avec k entier naturel tel que 0=k =n-1.

On note U, I'ensemble des racines n-iémes de l'unité :
U, ={e =,k entier naturel appartenanta [0;n~‘l]}.

Les points images des éléments de U, , pour n entier naturel non nul, appartiennent au cercle
trigonométrique.
Les points images des éléments de U, pour n entier naturel supérieur ou égal a 3, sont les sommets

d’un polygone réguliera n sommets.

Cas particuliers
* Les racines 2-iemes (appelées aussi racines carrées) de |'unité sont les nombres T A A

complexes z tels que z% =1, soit 1et —1. T e N I
2 || - |
|— ]

Ce sont bien les nombres complexes e 2 avec k entier naturel appartenant a £|——:ti

20 2 . 1.9 |1

lintervalle [0;1].Eneffet:e 2 =e’=1ete 2 =e™=-1.DoncU,={-1;1}. 1]

2k |

F i s =
» Les racines 3-iémes de l'unité sont les nombres complexes de laforme e 3 avec

k entier naturel tel que 0=k =2.
 2x0%m DI 2T 22X A

Bakabiaas el B

Onaalors:e 3 =e’=1,e 3 =e3 ete 3 =e3. /B N
2% AT ( N

= = = = i

On note jle nombre e 3 .Onaalors: e 3 =j.DoncU,=1{1;j;7}. _\ 0

Les racines 3-iemes de |'unité sont les affixes des sommets du triangle équilatéral | V|

ABC.

® Les racines 4-iemes de |'unité sont les racines du polynéme z* —1.

Or z* —1=(z-1)(z+1)(z —i)(z+i), les racines 4-iémes de 1 sont donc 1, -1, i et —i. B
2kn !
(2 .
Ce sont bien les nombres complexes e 4 avec k entier naturel tel que 0=k < 3.
2x0xa 2w W 22 23ax 3m c A

imm e e = : b ”
Eneffet:e 4 =e%=1,e 4 =e2=j,e 4 =e"=-lete 4 =e2 =—j. | AN 0

/N
Donc U, ={1;i;-1;-i}. L1 é’,,/_ |




Chapitre 5 « Utilisation des nombres

n Utiliser les racines n-iemes de l'unité

Résoudre dans C les équations suivantes.

O :+2°=1 ©Qs--27

z est solution de |'équation (z + 2)5 =1 si et seulement si ; + 2 est une racine 5-iemede 1.
2T JAm .en K-

Onadonc:z+2=1 ouz+2:el? 0uz+2:e’? ouz+2:el? 0uz+2:el?.
Les solutions complexes de I'équation (z+2)°= 1 sont donc:
i2F 2 % i
-1;-2+e 5 ;—24+e 5 ;—2+e 5 et —-2+e 3.

3
z*=-27 équivaut a 7’ = (-3)° ou encore (_gj -t

7 est solution de I'équation z° = —27 si et seulement si -3 est une racine 3-iemede 1.
2n A

Z T f— z i
Onadonc:—==Tou—==e 3 ou—==e 3.
3 3 3

Les solutions complexes de I'équation z° =—27 sont donc :
2 gz
—-3;-3¢ 3 gt —-3e ?,

B Calculer la somme des racines 5-iemes de I'unité

@ Démontrer que pour tout nombre complexe z, z° —1=(z—1)(1+z+22+2° +2%).
9 Soit ® une racine 5-ieme de 1, différente de 1.

Démontrer que les racines dans C de I'équation z°> —1=0, sont 1, ®, ®?, ®°> et ®*.
9 Justifier que la somme des racines 5-iemes de I'unité est nulle.

) On développe (z—1)(1+z+z2+z3+z4) :
(z—1)(1+z+2.2+z3+z4)=z+zz+z3+z4+25—1+z+zz+23+z4=zs—1.
Donc pour tout nombre complexe z, z.5—1=(z—1)(1+z+zz+z3+z4).

Soit m uneracine 5-igme de 1, différente de 1, on a donc ®° =1.
(mz)s :(m5 )2 =1?=1,donc ®? est une racine 5-iéme de 1.
(m3)5 = (m5 )3 =1*=1,donc ®® est uneracine 5-iéme de 1.
(m“)S = (m5)4 =1*=1,donc w* est uneracine 5-iéme de 1.

De plus, 1 est une racine 5-ieme de 1.

Par ailleurs, il y a exactement 5 racines 5-iémes de 1, donc 1, m, ®?, ®> et ®? sont les racines 5-iemes de 1.

Pt

(=) D’apreés la question €3 m5—1=(m—1)(1+m+m2+ﬂ_‘|3 +m4).

Or > =1,donc (n:u)—1)(‘|+m+n:u2 +o’ +m4)= 0.

Comme w#1,0n aalors T+m+o? + > +w* =0.

Ce qui prouve que la somme des racines 5-iemes de |'unité est nulle.

complexes




