MATHEMATIQUES

CHAPITRE 5
Intégration
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Connaitre le cours

, 1. Aire sous la courbe

Soient un repére orthogonal (O ; 5}’: 5}) et K le point de coordonnées (1 ; 1).
L'aire du rectangle OIKJ est appelée unité d’aire et est notée u.a.

Soit f une fonction continue et positive sur I'intervalle [a ; b] et CGfsa courbe y 7
représentative dans un repére orthogonal.

On appelle intégrale de @ a b de la fonction fI'aire du domaine délimité
par la courbe €., I'axe des abscisses et les droites d'équation x = a et x = b.
Cette aire est exprimée en unités d'aire. a
L'intégrale de a a b de la fonction f est notée _[ f(x)dx.

Remarque

Dans la notation de l'intégrale, la variable x peut étre remplacée par toute autre variable : par exemple
b b

J flx)dx= J f(t)dr. Ondit que la variable x, ou 7, est « muette ». ™
a o 24

v Exemple

Soit fla fonction définie sur [0; 1] par f(x) = 2x. La fonction fest continue et 1
positive sur [0; 1]. L'intégrale de f entre 0 et 1 est égale a |'aire du triangle ci-contre,
c'est-a-dire :

1
J 2xdx:—1-£‘-2—:1.
0 2

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Soit ¢ un réel
appartenant [a; b].

ona [ f(di+ j" @i = [ r(nd.

, 2. Méthode des rectangles T HE
| La méthode des rectangles permet le calcul approché d'une |

intégrale. N /
Soient fune fonction continue sur un intervalle [a ; b] et nun entier 1
naturel non nul. |

On constrmt n rectangles de Iargeur b- 4 et de hauteur f( )
x;=a+iZ=%aveci € {0, 1, .. 'I} comme sur la figure ci-contre 0 il b

b—a
=

=

(avec n = 8).L'aire, en u.a, de chaque rectangle est f(x;) x
Pour n «assez grand », on a:

o = ["F(x)dr = () + S(0) + oot £(x,0)) x 222,

n

Remarque

* Le symbole | utilisé ressemble a un «$ ». Il vient de la somme des aires de tous les rectangles. Cette
somme tend vers la valeur exacte de l'intégrale lorsque le nombre de rectangles n tend vers +2c.
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n Calculer des intégrales simples

Dans chacun des cas suivants, calculer I'intégrale donnée en s'appuyant sur une représentation graphique.

) Jls(x—1)dx © [° 2dx

{1 Soit fla fonction définie sur [1;5] par f(x)=x—1.
Si 1= x = 5,alors x — 1= 0 doncfest bien une fonction positive sur[1;5].

5
-[1 (x — T)dx est donc l'aire sous la courbe représentative de fentre 1 et 5 en unité d'aire.

Pour calculer cette aire, on calcule l'aire du triangle rectangle ABC.
AC = 4 et, comme B est le point de la courbe représentative de f'd'abscisse 5,
B(5; f(5))donc AB= f(5)=5-1=4.L'airedu triangle ABC est donc égale a:

5
ACXAB _4x4 =8u.a.,donc_[l (x—1)dx =8.

2 2 c Ay 3
! 8 i EE—
(72 Lafonction g définie sur[—2 ; 8] par g(x) = 4 est positive, donc j , 4dx est |'aire sous la DE 2 F :
courbe représentative de g entre -2 et 8. * o & ¥ r>

Cette aire est |'aire du rectangle ABCD, elle est donc égale a:
8
10x4=40ua, donc | 4dx = 40.

Méthode B Utiliser la méthode des rectangles pour encadrer une intégrale

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O ; :f}
Soit la fonction fdéfinie sur [1; 4] par f(x)=-0,25x(x — 8) et %f sa représentation graphique.
On note 4l l'aire de la surface délimitée par l'axe des abscisses, ‘€, la droite d’équation x = 1 et la droite
d’équation x = 4 exprimée en unité d’aire.
o A l'aide des rectangles représentés, donner un encadrement de si correspondant a chaque situation
ci-dessous. La valeur de n correspond au nombre de rectangles en dessous et au-dessus de la courbe qui
3

ont tous pour largeur =

5 5
Cd rd
X X

of § [ [ [x o]

9 Ecrire une fonction Python qui prend comme argument le nombre de rectangles en dessous et au-dessus
de la courbe et qui retourne I'encadrement de 3l correspondant.

€D Pourn=1:3x f(1)) = 9l =3x f(4),donc 5,25 = o <12.
Pour n= 2:%><(f(‘l)+ fas)=s4d E%x(f(‘l,5)+f(4)), donc 7,78125 = ¢ =11,15625.

Pourn=13 :% x(f()+ Q)+ f3) = A = % x(f(2)+ f(3) + f(4)), donc 8,5 < s < 10,75.

def rectangles(n):
Ainf=0
Asup=0
for i in range(n):
Ainf=Ainf+(3/n)*(-0.25)*(1+i*3/n)*(1+i*3/n-8)
Asup=Asup+(3/n)*(-8.25)*(1+(i+1)*3/n)*(1+(i+1)*3/n-8)
return Ainf,Asup
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. Théoreme fondamental

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].
Soit F la fonction définie sur [a ; b] par F(x) = _[If(r) dr.
La fonction F est dérivable sur [a ; b] et a pour dérivée la fonction f.

Remarque
Ce théoréme justifie, dans le cas d'une fonction continue et positive, I'existence de primitives.

Sottfune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Soit F une primitive de f'sur [a ; b].
On aj f()dt = F(b)- F(a).
Ce nombre peut aussi se noter [ F(r )]

Si fest une fonction continue et positive, alors la fonction G définie sur [a; b] par G(x)= r‘f(r)dr est
une primitive de f'sur [a; b]. Il existe donc k € R tel que, pour tout x € [a; b], Glx) = F(x) + k.
De plus, Gl{a) =0, donc 0 = F(a) + k, donc k=-F(a).

On a donc G(x) = F(x) - F(a), soit be(x) dx=G(b)=F(b)-F(a).

Remarques

® Ce théoreme permet de calculer I'aire sous la courbe d‘une fonction f continue et positive grace a
une primitive de f.

¢ Le réel F(b) - F(a) ne dépend pas de la primitive choisie pour f: si G est une autre primitive de f; alors
G=F+kdoncG(b)-Gl(a)=F(b)+k—-F(b)—k=F(b)-F(a).

v Exemple

Soit f la fonction définie sur [1; 3] par f(x) = x% On note s l'aire sous la courbe de f'sur [1; 3].

3 3 3
Onaalors | f(x)dx= xzdxz[x—jr=9—1=E.Onadoncﬂzéua.
.L -[I 3 4 3 3 3

2. Intégrale d'une fonction de signe quelconque

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soient a et b deux réels appartenant a I.
Soit F une primitive de fsur I.
On définit lintégrale dea a b defparj f(x)dx=F(b)— F(a).

On la note aussi [F(x)]’.

Remarques

® La définition généralise l'intégrale d'une fonction continue strictement positive au cas d'une

fonction continue de signe quelconque. En particulier la relation de Chasles s'applique également a
ces intégrales.

¢ L'intégrale d'une fonction continue de signe quelconque est un réel qui peut étre positif ou négatif.
* La fonction F définie par F(x) = J"f(r) dr estla primitive de fqui s'annule pour x = a.
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Méthode n Calculer l'aire sous la courbe d’une fonction positive

Soit f1a fonction définie sur [~4 ; 1] par f(x)= —x2-3x+4.
o Représenter graphiquement cette fonction dans un repére orthonormé d'unités 1 cm.
€ Etudier le signe de f(x)sur[-4; 1].
€) Calculer laire sous la courbe de fentre -4 et 1.

£} Voirfigure ci-contre. [ ] [ ¥
] N
@ festune fonction polynéme du second degré. Pour étudier son signe, on calculeson /= ] |
discriminant. A = (—3)* — 4x(-1)x 4 = 25, donc f a deux racines distinctes : | / '
3 "'25 —4 et3 25 = 1. Ainsi, comme le coefficient du terme en x? est négatif, f(x)est |/ | \
o | |
positif entre ses deux racines, donc sur [-4; 1]. / B \
] 1 T
! 19 1]

@ Comme f est une fonction continue et positive sur[—4 ; 1], I'aire sous la courbe de f
1
entre -4 et 1 est égale 'a_[ f(x) dx enu.a.
Or on peut déterminer une primitive F defsur R: F(x)= S N B + 4x.

3 2
On peut donc calculer cette intégrale a l'aide de cette primitive :

J_l4f(x) dx = .[_14 (_xz _3x+4) dx :F(])“F(_4):[—%I3—3%+4x14
TG e e L

L'aire cherchée est donc égale a % u.a. Or1u.a.=1cm? donc l'aire cherchée est égale 3 1£2

Méthode B Calculer une intégrale en utilisant une primitive
Calculer l'intégrale 1_34 (x® - x) dx.

B Calculer une intégrale en utilisant la relation de Chasles
€ Calculer lintégrale f(4- x?) dx. €) Calculer lintégrale I;(xz -4)dux.
€) endeduire lexz - 4| dx.

@_[ 4-x%)dx= [4x——x] =4x2-3x2*-ax1+dxr=2

O [ (x>-4) dx=[%x3—4x:[j=%x53—4x5—%x23+4x2=27

) sur[1;2]onax* -4 <0etsur[2;5]onax?-4=0.
De plus, d'aprés la relation de Chasles, _mxz —4{ dx :_mxz - 4{ dx+ sz = 4\ dx.

86

On a donc _[:lxz —4{ dx =J12(4—x2) dx+_[:(x2—4) dx=—§~+27 =3
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’ 1. Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

Soient deux réels a et b tels que a < b et soit f une fonction continue sur l'intervalle [a ; b].
On appelle valeur moyenne de la fonction fsur l'intervalle [a ; b] le nombre réel :

b
p=gt=] f(x) dx.

v Exemple

La valeur moyenne de la fonction cube sur [0; 10] est :

_ ("3 __'Lﬁ_m_i(ﬁ_ )_
“_10.[0’””‘10[4}0‘10 g 9=t

Approche graphique
Si fest une fonction positive, en notant 1 la valeur moyenne de la fonction f

sur l'intervalle [a; b], ona be(x) dx =p(b—a).

L'aire sous la courbe de la fonction f(en rouge) est donc égale a l'aire du

@

N

8
NN

4
N
N\
0

W
R

rectangle de largeur b —a et de hauteur p (en bleu), c’est-a-dire a I'aire sous la
courbe de la fonction constante de valeur 1.

, 2. Calcul d’aire

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a ; b] et
6. sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

Laire du domaine % délimité par la courbe 6 I'axe des abscisses
et les droites d'équation x = a et x = b, exprimée en unité d'aire,

est égale a J: — f(x)dx.

Soient fet g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] telles
que f < g sur[a ; b].Soient 6, et€, leurs courbes représentatives
dans unrepere orthogonal.

Laire du domaine délimité par les courbes 6, et g, et les droites
d'équation x = a et x = b, exprimée en unités d'aire, est égale a:

[ (e)= £ (x)) d.

V¢ Exemple Ay
Soientfet g les deux fonctions définies sur [0 ; 1) par f(x) = x° et g(x) = x. j
On abien f < g sur[0;1]. @ '
L'aire du domaine compris entre €, 6, I'axe des ordonnées et la droite
d’équation x =1, en unité d'aire, est donnée par:

[ e - 7)) dx= [ (v 2*) d 5 ;‘

=\
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Méthode n Calculer une valeur moyenne d’une fonction

Soit fla fonction définie sur R par f(x)=—x? +6x.
* Déterminer sa valeur moyenne p sur l'intervalle [0 ; 6].

Méthode B Estimer graphiquement une valeur moyenne

On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; 2] dont la représentation
graphique dans un repére orthonormé est donnée ci-contre.

* Estimer graphiquement la valeur moyenne de f'sur [0; 2].

On estime graphiquement |'aire de la partie du plan comprise entre I'axe des
abscisses, la courbe représentative de fetles droites d’'équation x =0 et x = 2.

On trouve environ 8 carreaux de cétés 0,25 unité d'aire.

Cette aire vaut donc approximativement 8 x 0,25 = 2 u.a.

On trace un rectangle de longueur 2 sur 'axe des abscisses et de méme aire que
I'aire estimée précédemment. On obtient alors un rectangle de largeur 1 unité sur
I'axe des ordonnées.

Le rectangle dont l'aire est égale a celle du domaine sous la courbe a donc pour dimension 2 unités sur
I'axe des abscisses et 1 unité surl'axe des ordonnées. La valeur moyenne de la fonction fsur [0 ; 2] est donc
environ 1.

Méthode B Calculer une aire

On considére les fonctions f'et g définies sur[1; 3] par f(x) = % etg(x)=2-1x,
représentées ci-contre dans un repére orthonormé d’unité 1 cm.
o Déterminer le signe de f(x)— g(x) sur[1; 3]. 0

9 En déduire |'aire du domaine délimité par ces deux courbes et les droites
d‘équations x =1et x = 3.

1—2x +x? - (—‘f_1)2
X i -
. 2 -
Pour tout réel x € [1;3], (x —1)° = 0 et x >0 donc, pour tout réel x de [1; 3], f(x)—g(x)=0.

(.l Pourtoutréel xde[1;3], f(x)—g(x)= xl_(z_x)z

©) Laire cherchée vaut donc,enu.a.: ;
j:(f(x)—g(x)) dx = jf(%—z +x) dx = [|n(x)—2x+§l =In(3) -6+ 2~ (In()-2+1)=In@3)

Comme 1u.a. =1 cm, l'aire cherchée est de In(3) cm?.



