MATHEMATIQUES

CHAPITRE 5

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES



Connaitre le cours

1. Fonctions cosinus et sinus
¥ 1. Définitions

Définitions
Soit M le point-image d’un réel x sur le cercle trigonométrique dans
un repére orthonormé direct (0 ; 1, J). On a ainsi M(cos(x) ; sin(x)).
*» La fonction cosinus, notée cos, est définie sur R par :

cos: x> cos(x).
* La fonction sinus, notée sin, est définie sur R par:

sin ; x —>sin(x).

cas(lx) I

Remarque

Pour tout réel x :
* -1=cos(x)=1 o —1=sin(x)=<1 © cos®(x) +sin?(x)=1.

3 2. Dérivabilité

Propriétés (admises)
» La fonction cosinus est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction —sin : x+ — sin(x).
* La fonction sinus est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction cos : x — cos(x).

~ Exemples
® Lafonction f : x+— x —3cos(x) est dérivable sur[® et sa dérivée est f': x — 1+ 3sin(x).
e La fonction g : x — sin(x) + 4 est dérivable surR et sa dérivée est g': x> g'(x) = cos(x).

Propriétés

Soient a et b deux nombres réels.

* La fonction x+ cos(ax + b) est dérivable sur[R et sa dérivée est la fonction:
x> —qgsin(ax +b)

* La fonction x> sin(ax + b) est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction :
x+>acos(ax +b)

Propriétés

Soit u une fonction dérivable sur unintervalle I de [%.

* La fonction cos (u) est dérivable sur et sa dérivée est la fonction —u’ x (sin (u)).
* La fonction sin(u) est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction u’ x (cos (u)).

, 3. Limites

Propriétés

* Les fonctions sinus et cosinus n'ont pas de limite en — et en +.
in . -1

o lin A& _4 o lim SBE=1_g
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Méthode n Calculer des dérivées de fonctions trigonométriques

Calculer I'expression des fonctions dérivées des fonctions suivantes.
€ /, définie sur R par f(x) =3cos(x) - sin(x) + 3x.
e g, définie sur R par g(x) = x’cos(x) + 3.

v Solution commentge |

0 En dérivant une somme de trois fonctions, on obtient : f'(x) ==-3sin(x) - cos(x) + 3.

@ A l'aide de la formule de dérivation d'un produit, on obtient : g'(x) = 2xcos(x) — x%in(x).

Méthode B Calculer des dérivées de fonctions composées

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = 3cos(2x - —-—) Calculer A'(x).

v Solution commentée

Q h(x) est de la forme 3cos(ax + b),aveca=2et b = _2n
Ainsi, 2'(x) =3 x 2 x ( sm(zx 25“))

Donc /' (x) = 6sin (2x = LS‘@)

B Déterminer des limites

2
Soit fla fonction définie sur ]0; +[ par f(x) = sin (I)_

x
o Démontrer que, pour tout réel x > 0,0 = f(x) = — = . En déduire la limite de fen +x.

e Avec la calculatrice, réaliser un tableau de valeurs de f(x) sur [0,01 ; 0,1] avec un pas de 0,01, puis sur
[0,001;0,01] avec un pas de 0,001. Vers quelle valeur semble tendre f(x) quand x tend vers 0 ?

e En utilisant hm (x) =1, déterminer la limite de fen 0.

| W Solution Eﬂmméhté‘é‘l_;

P
s sin” (x s
@ Pour toutx = 0, -1 = sin(x) = 1, donc 0 = sin ( )= 1. Ainsi, 0 = ——(—1 = %, car on divise parx > 0.
or, lim 1 =0.Donc, d' apres le théoréme des gendarmes, Ilm f(x) 0.
x—=+m X
@ On obtient les tableaux de valeurs suivants.
* Pasde 0,01: « Pas de 0,001 :
x f(x) x f(x)
B.01  0.009399667 8.801 0.8609999997
.02 9.01999733 8.002  0.001999997
.03 0.029981 8.883  B.802999991
0.04 0.03997867 0.004  0.003999979
.05 .04995835 8.085  B.004999958
.06 905992803 0.806  0.805999928
.07 0.06988574 8.807  0.006999866

f(x) semble tendre vers 0 quand x tend vers 0.

sm(x)

@f(x} 8l (x) = sin(x )Xsm(x) Or, hm sm(x) Oetllm =1, donc, par produit, Ilmf(x) 0.
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2. Variations des fonctions Wg«”a
trigonometriques

* 1. Variations des fonctions trigonométriques

Propriété
Les tableaux de variation des fonctions cosinus et sinus sur [~ ; 7] sont les suivants,

x - 0 T = - i
. X T 2 2 e
tosikl=—snld) '+ 0 - sinl)=cosl) - 0 + 0 -

cos(x) L1/'1\‘1 sin(x) g \ - /1 \0

Remarque
Le signe des dérivées des fonctions trigonométriques s'obtient par lecture sur le cercle
trigonométrique:
_I T
L R =3
1 sin(x) =0 F cos(x) =0
X=T . . \x =0 X=T x=0
X=-T 0| ) 3 x= —R\ (0] 1
s‘i@- CGSQ
=—E =_I
=32 )

, 2. Courbes représentatives des fonctions trigonométriques

Propriétés

Pour tout réel x :

 cos(—x) = cos(x). La fonction cosinus est paire. Sa représentation graphique admet 'axe des ordon-
nées comme axe de symétrie.

® cos(x + 27) = cos(x). La fonction cosinus est périodique de période 27. La courbe se répete sur des
intervalles de longueur 2.

® sin(—x) = —sin(x). La fonction sinus est impaire. Sa représentation graphique admet I'origine O du
repére comme centre de symétrie.

® sin(x +21) = sin(x). La fonction sinus est périodique de période 27. La courbe se répéte sur des
intervalles de longueur 2.

Remarque

La périodicité des fonctions cosinus et sinus permet d'étendre I'étude de leurs variations a [R.
Les courbes représentatives des fonctions sinus et cosinus sur R sont les suivantes.

nox /ﬁn




Chapitre 5 « Fonctions trigonomeétri

D Etudier la parité et la périodicité d’'une fonction trigonométric

On considére la fonction f, définie sur R par f(x) = cos(x) + sin(x).
o Donner la valeur exacte def(—f’%t).
9 La fonction f est-elle paire ? impaire ?

e La fonction fest-elle de période 2r ? Est-elle de période  ?

f(—f’%"t)zf( 6[;“ Sgt) f( 10m - Sgr) f(—%—5x2x)=f(—5?ﬂ), car les fonctions cosinus et sinus

sont périodiques de période 27,

o 1-35)- o 35 s 8} -5

= =3 - 1Doncf( ):— 32_1.

f( %) ( 2)+ 5|n(——)——1et f( )—cos(2)+sm(%)=‘l.
( %) (%) donc la fonction f n'est pas paire.
( ) (%) donc la fonction f n'est pas impaire.

) = Pourtoutréel x, f(x+27)=cos(x +2m)+ sin(x + 2m) = cos(x )+ sin(x), car les fonctions sinus et cosinus
sont périodiques de période 2. Donc f(x +2w) = f(x).La fonction f est périodique de période 2.
* f(0)= cos(0) +sin(0)=1et f(0+ m) = cos(m) +sin(m) =—-1; donc f(0)# f(0+m).
La fonction f'n'est donc pas périodique de période T.

l

Méthode B Etudier les variations d’une fonction trigonométrique

Soit ¢ la fonction définie sur R par #(x) = 1 + cos(2x).
o Justifier que 1 est paire et de période .
9 Dresser le tableau de variation de ¢ sur l'intervalle [0 ; %]

€) En déduire, a l'aide de la question 1, le tableau de variation de ¢ sur lintervalle [ ; 7).

Pour tout x réel, cos(—2x) = cos(2x), car la fonction cosinus est paire. Donc t est paire.
Pour tout x réel, cos(2(x + 1)) = cos(2x + 2m) = cos(2x), car la fonction cosinus est périodique de période 2.
On a donc t(x + ) = #(x). t est périodique de période T.

) 1est dérivable sur R, de dérivée : =) Compte tenu de la parité et de la périodicité
t'(x) =-2sin(2x). de 1, on peut compléter le tableau précédent
ar symétrie axiale (parité) puis par translation
Pourtoutxde[[);E},zxe[[);:t]. s e PUIEP
2 (périodicité).
donc sin(2x) = 0, donc —2sin(2x) =< 0. Le tableau de variation de 7 sur l'intervalle [-7 ; 7]

. - est donc le suivant.
Comme(0)=2ett (%) =0, on obtient ainsi le

tableau ci-dessous. X b _% 0

ST

x 0

2 2 2
E'[I] 0 2 t{x] \ / \ /'
0 0

[SIE]
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§

3. Equations et inéquations sur [-T ; 7] Wf”a
avec le cosinus

’ 1. Résolution de I'équation cos(x) = a sur [-xt ; ]

Propriété J
Soit @ un nombre réel. \M (6

On note ¥ I'ensemble des solutions de I'équation cos(x) = a
sur[-7; ] :
®Sia>1loua <-lalors¥ =@. , ia
* Sia =1, alors ¥ ={0}. 2 :
®Sig=-1alors ¥ ={-m;x}.

®Si-1<aq <1alorsy ={-0; 0}, ;
avec O € |-n; i tel que Eos(ﬁ) i a. _/M(”Bl

W Exemple

L'équation cos(x) = %— admet deux solutions sur I'intervalle [~ ; 7] qui sont % et -375, car cos(—%) = —%

Remarques

* Pour trouver la valeur de 8 appartenant a [ ; ] lorsque cos(8) n‘est pas une valeur remarquable,
on utilise la calculatrice (réglée en mode radian).

Sur Casio, on utilise les instructions : @@, sur Tl :ﬁlS: cos? et sur NumWorks : :

Par exemple si cos(0) = 0,3, on obtient 6 = 1,27.

* On peut aussi résoudre ces équations en utilisant la représentation graphique de la fonction cosinus.

* 2. Résolution de l'inéquation cos(x) < a sur [-x ; 7]

Propriété
Soit @ un nombre réel.
On note ¥ I'ensemble des solutions de I'inéquation cos(x) < a
sur[-m; ).
®Sia <-1alors ¥ = .
°Sig=1,alors¥ =[-m; m].
®Sia=-1, alors¥ ={-x; n}.
*Si-1<a<1taors¥=[-n;-0]U[6; ]
avecB € |-n; rf tel que cos(8) =a.

v Exemple
L'inéquation cos(x) = 32- admet pour ensemble des solutions [—-n R -7?-’5—] U [i‘g— : 11::!.

Remarque
On peut aussi résoudre ces inéquations en utilisant la représentation graphique de la fonction cosinus.
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X
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&

Méthode n Résoudre une équation trigonométrique i@

o Résoudre, sur l'intervalle [- ; &t], I'équation cos(x) = % On s'aidera du cercle trigonométrique.

e Résoudre, sur l'intervalle [——735 ; —375}, I'équation cos(3x) = ——;—_

On posera X = 3x et on s'aidera du cercle trigonométrigque.

(L[} Sur le cercle trigonométrique, les points A et B sont les points-images
des deux solutions de I'équation.

=] _.%
DoncS’—{ 6‘6}'

) On pose X =3x.

_E.T Pyl ey g3y T
xE[ 3,3}@ FSXsS3e-n 3xsne X e[-n; ). m
1 1 2 2 3|
cos(3x) = —5 e cos(X) = -3 X= —?n ouX = TE (voir cercle ci-contre) :
2T 2T X
<::>3x=—?ou3x= 3 2
2n 2n o L
= X= ?OU.\?Z? -
Dc)ncfi’z{—z—“’t ; 2—3} 2~
e "3

B Résoudre une inéquation trigonométrique

o Résoudre, sur l'intervalle [~ ; 7], I'inéquation cos(x)+ 3 = 2,5.On s’aidera du cercle trigonométrique.

9 Résoudre, sur l'intervalle [—-745 : %], I'inéquation cos(4x) = %

On posera X = 4x et on s‘aidera du cercle trigonométrique.

€D cos(x)+3=2,5 cos(x)=2,5-3 & cos(x)<-0,5.

Cette derniére inéquation admet pour ensemble des solutions :

o-xs-u 3]

~) On pose X = 4x.

B B Bt i B S s

xE[ 4,4}@ FSYS e ns4x nte X e|-n;nl

cos(4x) = % & cos(X) = % o X e [—n : —%] U [%, n} (voir cercle ci-contre)
rexe-Bailesxs
eo-n=X 30u3 X==x
<:>—7t$4x£5—%0u%$4x$7t
Loye Lagplwiel
< TETRMR T,
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4, Equations et inéquations sur [-T ; 7] Wﬁ—f’a
avec le sinus
* 1. Résolution de I'équation sin(x) = a sur [-7 ; «]

Propriété
Soit @ un nombre réel. On note ¥ 'ensemble des solutions de I'équation sin(x) = a sur [-7; @]
®*Sig>1ouag <-1alors ¥ =@. 'Sia:l,alor55f={~;-t-}.
®Sig=-1alors ¥ = {—%} ®Sig=0,alors¥={-7n; 0}
*Si0<a<1lalors¥ ={n—-06;6} eSi-1<a<0,alors¥ ={-n—-06;6}
avec 6 € |0 ; ] tel que sin(0) = a. avec 0 € |-n; [ tel que sin(8) = a.
Ji J|
M(r-6) —T~ M(0)
&
(&) I
W Exemple
in(x)=J1 i —:7|: E ot 2% in[E)=1 -&_>n
sin(x) = 5 admet deux solutions sur[-7 ; 7| : 6 et % car 5m(6) Syetn— ==

* 2. Résolution de l'inéquation sin(x) < a sur [-rt ; 7]

Propriéteé
Soit a un nombre réel. On note ¥ I'ensemble des solutions de I'inéquation sin(x) < a sur[-x ; w].
®Sig <-lalors¥Y =@, *Sia=1alors ¥ =[-w; ).
®Sig=-lalors ¥ = {—-725} ®Sia=0,alors¥ =[-x;0].
eSi0<a<1talors ¥=[-xn;0|U[r-0;x], e*Si-1<a<0,alors ¥=[-n-96;0],

avec § € -7 ; 7 le réel tel que sin(8) = a. avec O € |-=x; 0f leréel tel que sin(8) = a.

J

Miz-6) ——_ m©)

v Exemple
Ona sin(%) = % L'inéquation sin(x) = %— admet pour ensemble des solutions [-?t } %] U [% 4 Tt}
Remarque

On peut aussi résoudre ces équations et inéquations en utilisant la représentation graphique de la

fonction sinus.
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Méthode n Résoudre une équation trigonométrique

€ Rrésoudre, sur lintervalle [~ ; 7], I'équation sin(x —%) =-1

e Résoudre, surlmtewalle[ i 3] I'équation sm(Bx)— =

On posera X = 3x et on s‘aidera du cercle tngonometnque.

@5”‘1():——)——151):-—% —%,doncsix:-%+%:—%.
Donc S’z{-—g}.
@ On pose X = 3x.
xE[ *'3‘ ﬂ —%Exﬁ%@— n<3xsno X E[-n;7]
5in(3x): 5 sin(X):%
=X= g ouX = %E (voir cercle ci-contre)
@3x—%ou3x=%t~
Cela équivautax = i% oux= ?—TBE
vonc {2+ 3]

Méthode B Résoudre une inéquation trigonométrique
o Résoudre sur l'intervalle [-m ; ] linéquation sin(x - %) =-1

9 Résoudre sur I':ntewal!e[ 5 2] I'inéquation sin(2x) = = 2

On posera X = 2x et on s'aidera du cercle trigonométrique.

v Solution commentée _

infx-%)=— inlx-&)=— _n__1 =_I
@sm(x 6) 1<:>51n(x 6) T 6 e 2+

]

—J]_I
DoncS’—{ 3}.

9 On pose X =2x,
xE[—%;%]@—EE s%@—nszxgnaxe[—n;n]

X
sin(2x) = % o sin(X) = %




