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1. Fonction logarithme népérien Wg«”a

* 1. Fonction réciproque de la fonction exponentielle

Propriété et définitions

® Pour tout réel a >0, I'équation e* = g, d'inconnue x, admet une solution unique dans [X.

Cette solution se note x = In(a) et s'appelle le logarithme népérien de a.

* La fonction qui, a tout réel @ > 0, associe le réel In(a) s'appelle la fonction logarithme népérien.
C'est la fonction réciproque de la fonction exponentielle. Elle est définie sur ]0 ; +oo[ et elle est notée In.

T k=
Propriété T T A=x
Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions '|

exponentielle et logarithme népérien sont symétriques par rapport a alA-F-7] Y| X
la droite d'équation y = x. ST

-

X a o
Remarque
En sciences, on utilise aussi la fonction logarithme décimal, notée log, définie par log(x) = E::]((I?)'
On définit de méme, pour tout réel a strictement positif, la fonction logarithme de base a par

log (x) = %. Ainsi, la fonction logarithme népérien est la fonction logarithme de base e.

Propriétés

* Pour tout réel b > 0 et pour tout réel q, e = b < a =In(b).
*In()=0etin(e)=1.

* Pour tout réel @ > 0,e"® =4,

* Pour tout réel q, ln(e“) =T

’ 2. Relation fonctionnelle et propriétés algébriques

Propriété (relation fonctionnelle)
Pour tous réels x >0 et y=>0, In(xy) =In(x)+In(y).

Propriétés (conséquences de la relation fonctionnelle)
Pour tousréels x>0et y>0:
1
[ FLEE (e
In(x) In(x)

. ® In(%):ln(x)—ln(y)

* Pour tout entier relatif n, In(x" ) = n x In(x).

*In(vx)= %In(x)
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Méthode n Déterminer un ensemble de définition

Déterminer I'ensemble de définition des fonctions définies par les expressions suivantes.

© /(x)=In(3x-5) © z(x)=In(-x?-5x+6)

v Solution commentée

0 In(3x —5) existe si et seulementsi3x—5>0< x > % L'ensemble de définition de fest }% 7 +00[.

@ In(w\:2 -5x+ 6) existe si et seulement si —x? —5x + 6 > 0. Ce trinébme est du signe de a =-1 sauf entre ses
racines -6 et 1. L'ensemble de définition de g est ]-6 ; 1.

MEE 36 p.1%
B Résoudre des équations avec In
Résoudre dans R les équations suivantes.
Qe=¢ Oe-2 Ohw)=-5 OQInBx+5=-
v Solution commentée |
ﬁ Par définition, e* = 4 < x =In(4). La solution est In(4).
) e =2 2x+7=In(Q) & x Ii(z—)— . La solution est Ii(z;—_-i
@ Pour x>0, In(x)= -5 <> x = e, La solution est e,
Q In(—3x + 5) existe si et seulement si—3x+5>0 < -3x>-5 x < —g» ;
Pourx< JIn(-3x+5)=-1-3x+5=¢ '@ -3x=e'-5x= E_l:;s coxz—g——e?_l.
. 5 e_ S . 5 1
La solution est &~ qui s'écrit aussi 37 3¢
MEEEH 3 p. 19
B Transformer des écritures
o Démontrer que In(8) — In(2) +In(4) —In(16) est un nombre entier.
e Démontrer que In(48) — 3In(2) = In(6).
€) pémontrer que In(+5 = 1)+In(v5 +1)=2In(2).
o Calculer In (ezwfg), puis in(JE) - 2in(é).
© soit f(x) = xIn(x). Calculer en fonction de e les réels f(%), f(Ye)et f(eve).
W Solution commentée
@ In(8)—In(2)+In(4)—In(16) = In(fj]‘t) [n(32) In(1) = 0. C'est un nombre entier.
©) In(48) - 3In(2) =In(48) — In(2%) = In(48) ~ In(8) = In(—%&) =In(6).
) (V5 =1)+In(¥5 +1) = In((v5 1) x (V5 +1)) = m((JE)Z ~7)=In(4)=2In(2).
(48 In(e?ve)=In(e?)+In(Ve) =2In(e) + lIn(e)l =2 + = %
: [n(v’g) - 2In(%) = ~2]—In(e)— 2In( ) 1 —In(e)+2In(e) = % Z —g—
O - 1(3)=Lin(1)=-Line)=-1 - f(¥e)=Vemn(Je) = Ve x Lin(e) = £
* f(eVe)=eveln(eve)=eve(In(e) +In(Ve)) = eJE(In(e) + %—In(e)) = JE( wl—,) = EEJ;
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2. Variations et limites de la fonction Ir w-@“bf

* 1. Dérivée et variations

Propriétés
. 1
I ==
n'(x) =1

La fonction Ino u : x —In(u(x)) est dérivable sur et (Ino i)' = “?.

v Exemple
Soit fla fonction définie sur R parf (x) =In(x*+1).

i ek . ' i M'(.I)_ 2x
S =In(u(x)) avec ulx) = x*+ 1. Alors, pour toutréel x, f'(x) = i _—xz e

Propriéte
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur [0 ; +22[.

Conséquences

Pour tous réels a et b strictement positifs, ona:
*ln(a)=Inb) = a=b *lhh(ag)=lh(b) =a=<bhb
En particulier,on a:

*Inla)=0=a€0;1] *In(a)= 0 a€[1; +

* 2. Limites

* La fonction logarithme népérien est continue et dérivable sur |0 ; +2<[ et, pour toutréel x >0 :

* Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que, pour tout x appartenant a /, u(x)>0.

Propriétés
o limIn(x) = - o lim In(x) =+«
x—>0 X3 +m
Conséquences
* Lacourbe de lafonction In admet une asymptote verticale d’'équation Y m——
x=10, 1 =1
© Le tableau de variation de la fonction In est le suivant. o 2 2
x 0 +oo / yvi= In(x)

Propriétés (croissances comparées)

. In(x ;
e lim It =0 ® limxIn(x)=0
x4+ X x=0
. . In(x) e
* Pour tout entier naturel n =2, lim =0 et lim x"In(x)=0.
r—+m X =0
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n Etudier le sens de variation d’une fonction g in @
In(x)

Etudier le sens de variation de la fonction f'définie sur |0 ; +o[ par f(x)= e

w Solution commentée

f= % ou u(x) =In(x) et v(x) = x; alors f* == avecu'(x) = % et v'(x)=1
Vv

1
~ X x —In(x) x 1 _
Donc, pour toutx > 0, f*(x) == > " lg(x)_
x X
Pour tout x>0, x> >0, donc f’(x) est du signe de 1-In(x).
Or,pourtoutx>0,1-In(x) =0 Ih(x)s1eox<e
Donc, pourtoutx € ]0 ; €], f'(x) = Oet, pourtout x € [e; +[,f'(x)<0.

La fonction fest croissante sur |0 ; e| et décroissante sur [e ; +o[.

Méthode B Résoudre une inéquation avec In

Résoudre dans R I'inéquation In(5x + 4) = 9.

MEEES 28p.1%

w Solution commentée

In(5x + 4) existe si et seulementsi5x+4 >0 x > —1;1.
9

9 9
Pour x >—%,[n(5x+4)29<:>5x+42e9<:>x2%@x3~%+%.00nc9’:[W%PE?;M{.

(2 40 p. 196

Méthode B Déterminer une limite avec la fonction In
In(x)
x+1
€ ctudier la limite de g(x) en+o. 9 Etudier la limite de h(x) en 0.

Soient g et / les fonctions définies sur [0 ; +[ par g(x) =

eth(x)= % +In(x).

W Solution commentée '

g i i s : In
o La forme est indéterminée : on transforme l'écriture de g(x) pour faire apparaitre -—J(t-{)

glx)= In(x) Wl 2 .Ona lim M:Gret lim —— = lim X = fim ——=1.
x+1 x x+1 ro+m X ro+uX+ 1 y54w 1 T += A:
x|1+ 1+
Par produit, lim g(x)=0.
3+

9 La forme est indéterminée, on factorise par% thix)= %(1 + xIn(x)).
On a lim xIn(x) = 0 et, par suite, lim (1+ xIn(x)) = 1. Par ailleurs, lim 1 - . Par produit, lim A(x) =+,
x—0 =0 x—=0X x—0
26 p. 195
Méthode Etudier les limites d’'une fonction composée

Déterminer les limites en -1 et +2 de la fonction f définie sur |-1; +2[ par f(x)= in( 1 )

x+1
w Solution commentée

Iim( 1 ):+oc- lim (—L)zo

0 1 ro-nx +1 d | T +=\X T+ q |

npose X = ——. ‘ol i = 4co, ‘ol i = —o,
P X1 it ()= S0 Jimsin) lim In(X) = — Ll

X—=0

X—+m=



