MATHEMATIQUES

CHAPITRE 7

PRIMITIVES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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, 1. Définition de I'équation différentielle y’ = f

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.

* On dit qu'une fonction F est solution de I’'équation différentielle y "= sur I lorsque F est dérivable
surfet F'=f.

» Résoudre sur I I'équation différentielle y’ =f, c’est trouver toutes les fonctions F dérivables sur I
tellesque F'= f.

v Exemple
3
Soit (E) I'équation différentielle y* = x*. On considére la fonction F définie sur R par F(x) = x?

2
La fonction F est dérivable sur R et F'(x) = % = x?,donc F est une solution de (E) sur R.

, 2. Primitive d'une fonction

Une primitive d'une fonction f'sur un intervalle 7 est une fonction F dérivable sur I telle que F'= f.

v Exemple
La fonction F : x+— 4x +1est une primitive de la fonction f : x> 4sur R car F'(x)=4 = f(x).
Remarque

F est une primitive de f'sur I si et seulement si F est solution de I'équation différentielle y' = f.
Résoudre sur [ I'équation y' = f revient donc a déterminer toutes les primitives de f'sur I.

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1.

Soient f une fonction continue sur un intervalle / et G une primitive de f'sur L.
Les primitives de f'sur I (c'est-a-dire les solutions de I'équation différentielle y' = f) sont les fonctions
F définies sur { par F(x)= G(x)+ C,ou C estune constante réelle.

v Exemple

La fonction exponentielle est une primitive de la fonction exponentielle sur R, car exp’ = exp.

Les primitives de la fonction exponentielle sont les fonctions F définies sur R par F(x)=e* +C,ou C
est une constante réelle.

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.
Quels que soient x, € I et y, € R, il existe une unique primitive F defsur I telle que F(x,) = y,.
Autrement dit, I'équation différentielle y’ = f admet une unique solution F telle que F(x,) = y,,.
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Vi
Méthode n Vérifier qu’une fonction est solution d’'une équation différenti e
Dans chacun des cas suivants, vérifier que la fonction fest une solution de I'équation différentielle (E) sur R.
Of:xl—?-x3—2x2+x—5; (E}:y'=3x2—4x+1.
> e (B):y' = ne.

v Solution commentée |

(D rest dérivable sur R et f'(x) =3x% —2x 2x + 1= 332 — 4x + 1, donc fest solution de (E) sur R.

) fest dérivable sur R. fest de laforme uv avec u(x)= x—1; v(x) = e*;u'(x) = Tet v'(x) = e*.
Donc f'=u'v+v'u et f'(x)=1e* +(x —1)e* = xe*, doncfest solution de (E) sur R.

Méthode B Vérifier qu’'une fonction est une primitive

Soit la fonction F définie sur |0 ; +2¢[ par F(x) = xIn(x)— x.
On admet que F est dérivable sur |0 ; +29[.
» Vérifier que F est une primitive sur |0 ; +2[ de la fonction f définie par f(x) = In(x).

v Solution commentée

Pour vérifier que F est une primitive def; il suffit de dériver F.
F'(x)=1xIn(x) +x x % ~1=In(x)= f(x).

Ainsi, F' = f et F est bien une primitive de f'sur |0 ; +3¢[.

Méthode B Déterminer les primitives d'une fonction
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =x% —3x+7.
3
o Vérifier que la fonction G, définie par G(x) = 53— - -32£ + 7x, est une primitive de f'sur [,

e En déduire I'ensemble des primitives de la fonction fsur R.
9 Déterminer la primitive F de fqui s'annule en 2.

Vv Solution commentée _

2
(D Gestdérivable surRetG'(x)z%—.ssz+7=x2—3x+7=f(x).

Donc G est une primitive de f sur .

@ G est une primitive de f, donc I'ensemble des primitives sur R de la fonction f'sont les fonctions F définies

3 2
sur R par F(x)= xT— % +7x +C,ou C estune constante réelle.

3 2
(3] F(2):0c>2?—3X2—2+7x2+(:=0@%—6+14+(::0¢:>C:—332

2
3X Lyp—d2,

x3
Donc F(x):?— > 3
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2. Primitives et opérations

* 1. Primitives des fonctions de référence

Fonctionf: x> ...

Remarque

v Exemple

Une primitive F:x > ...

(
\

Sur l'intervalle :

a (constante réelle) ax R
x* Rsin=>0
*(nE€Zn#0etnz-1) n+1 oo 0l oul0; +ocfsin < -1
1 !
i In(x) 10; +=(
1 ,
= 24x 10; 422
sin{x) —cos(x) R
cos(x} sin(x) R
* R

On obtient ce tableau par lecture inverse du tableau des dérivées des fonctions de référence.

5
Soit f : x> x*. f(x) =x",avec n = 4, donc la fonction F : x+— 2= est une primitive de f sur R.

, 2. Primitives et opérations sur les fonctions

Propriéte

Soient f'et g deux fonctions admettant respectivement les fonctions F et G comme primitives sur un
intervalle 1.

® F + G est une primitive de f+ g sur I.

© Pour toutréel k, kF est une primitive de kf'sur /.

Remarque
Contrairement a la dérivation, il n'existe aucune formule permettant de calculer une primitive du pro-

duit ou du quotient de deux fonctions.

, 3. Primitives et composition

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Fonction fde la forme... Une primitive F': Conditions
n+1
u'u" :+1 Sin << -1, ulx)= 0 pour tout x de /.
u' 1
2 — ulx)= 0 pour tout x de /.

u(x) = 0 pour tout xde Jou

I

L |

u n(u) u(x) < 0 pour tout xde [.
;_J;T Ju ulx) = 0 pour tout xde /.
u'en eﬂ'

(v ou) X i’ vou v est une fonction dérivable sur J et
ulx) € Jpourtoutx € /.
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Méthode D Déterminer des primitives a I'aide des fonctions de référence

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f'sur l'intervalle 7.
o flx)=x*-2x*-2eti=R.
O r=1-L+Letr=]o;+a.

n+1 x5

. Pour tout entier naturel n # 0, une primitive sur 7 de la fonction x+— x" est x+ ;::+ donc x +— g estune

3
primitive de x— x* et x -—>? est une primitive de x+— x2.
Par ailleurs, une primitive sur I de la fonction x = -2 est la fonction x+>-2x,

5 3
Donc la fonction F, définie par F(x)= x? - 2% — 2x, est une primitive de f'sur R.

) flx)= %— —12 + x>, Une primitive sur I de la fonction x H% est la fonction x—In(x).
X x
x> —iz estla dérivée de x— % Donc une primitive sur / de x — —iz est x— %
& X E

n+l
Par ailleurs, pour tout entier n<<-1, une primitive sur I de la fonction x+> x" est x > ;:+

une primitive de x = x> sur I.

2
donc x+—> —2 est

—2
Donc la fonction F, définie par F(x)=In(x) +% - ”‘:T =In(x)+ %— 2% est une primitive de f'sur |0 ; +[.
z ™
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Méthode B Reconnaitre la forme d’une fonction pour déterminer une primitive

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction fsur I'intervalle 1.

o )= 2x(x2 +'I)4 et/ =R.

(2 WHE: = )3 etl=]1; 4+,

© /()=

et! R.

' On reconnait la forme u'u", avec u(x)= x> +1etu'(x) = 2x.Ona f = u'u*, donc la fonction F définie par

(_\:2 + 1)5 '

5
F= % est une primitive de f'sur R.Onadonc: F(x)= 5

) f(x)=(2x —1)7 et on reconnait la forme u'u" avec u(x) = 2x — et u'(x) = 2.
=2
J= Ly , donc la fonction F, définie par F = L2 , est une primitive de fsur [1; +.

2 2" 2!
1, @x-77 1
= = 7

E -2 4(2x—1)

Onadonc: F(x)=

! On reconnait la forme avec u(x)=e3* +1etu’(x)=3e*

De plus, pour tout nombre réel x, u(x)=>0.

fi= ;%’ donc la fonction F définie par F = ;

On a donc : F(x)— xIn(e" +1).

% In(u) est une primitive de fsur 1.
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, 1. Solution d’une équation différentielle

» Une équation différentielle est une égalité reliant une fonction dérivable et sa dérivée.
* Une solution d'une équation différentielle est une fonction qui vérifie cette égalité.

Vv Exemple

On considére I'équation différentielle y’ = 2y. La fonction f définie sur R par f(x) = e** est une solution
de cette équation différentielle, car f(x) = 2e%' = 2f(x).

, 2. Résolution d’équations différentielles

Pranriéatéd (Aciatinn diffarantial

Soit @ un nombre réel non nul. Les solutions sur R de I'équation différentielle y* = ay sont les fonc-
tions x— Ce*", ou C est une constante réelle.

Remarques

® Soit a un réel non nul fixé. Les courbes des solutions sur R de I'équation y' = ay ont les allures suivantes.

Sia=0 Sia<0

* Si les fonctions f et g sont solutions de I'équation y’= ay, alors les fonctions f+ g et kf (ot k est un
réel) sont également solutions de cette équation.

Soient a et b deux nombres réels non nuls. On considére I'équation différentielle (E) : y' = ay +b.

® (E) admet une unique solution particuliére constante, qui est la fonction x+> — -g—.

* Les solutions sur R de (E) sont les fonctions x — Ce™ — —ﬁ—, ou C est une constante réelle.

* Quels que soient les nombres réels x, et y,, I'équation (E) admet une unique solution g vérifiant la
condition initiale g(x, ) = y,.

v Exemple

Les solutions sur R de I'équation différentielle (£) : y' = y +1sont les fonctions x — Ce* —1.
Soit g la seule solution de (E) vérifiant g(0)=1.

g(x)=Ce* —letg(0)=1¢« Ce’ —1=1¢& C =2.Donc g(x)= 2e* —1.

Soient @ un nombre réel et f une fonction définie sur un intervalle I.
o Soient (E) I'équation différentielle y* = ay + f et g une solution particuliere de (E) sur 1.
Les solutions de (E) sur I sont les fonctions x — Ce® + g(x), ol C est une constante réelle.
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Méthode n Vérifier qu’'une fonction est solution particuliére
d’une équation différentielle

Dans chacun des cas suivants, vérifier que la fonction h est une solution particuliére de I'équation (E).
q p éq

1-4x
@ i(x)=e 3 et(E):6y'+8y=0. @ n(x)=e*1-2et(E):y =3y+2.

1-4x
(D h est dérivable sur R et h'(x) = ——‘;ie 3 ,d'ol:

1-4x 1-4x 1-4x 1-4x

6h’(x)+8h(x):6x(—%e 3 ]+89 3 =-8e 3 +8e 3 =0,donch estune solution particuliere

de (E).

©) hest dérivable sur R et h'(x)=3e>*".
3h(x)+2= 3(&3“' - 2) +6 =3e*1 donc h’(x) = 3h(x)+2 et h est une solution particuliére de (E).

Méthode B Résoudre des équations différentielles
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.
o(E1):y'=5y e(EZ):4y'+3y=0 9(E3}:y'=-y+2

%ﬁensmh\tt@«f“ j

€D Léquation (E,) est du type y' = ay, donc les solutions de I'équation (E, ) sont les fonctions h définies sur R
par h(x) = Ce®*, ou1 C est une constante réelle.
O E)ey= —%y. C'est une équation du type y' = ay, donc les solutions de I'‘équation (E, ) sont les
g
fonctions / définies sur R par h(x)= Ce 4", ot C est une constante réelle.

@ L'équation (E,) est du type y"= ay + b, donc les solutions de I'équation (E;) sont les fonctions /
définies sur R par h(x) = Ce™* + 2, ol C est une constante réelle.

Méthode B Résoudre une équation différentielle avec une condition initiale

B
2

On considére I'équation différentielle (E) : v’ —
o Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = —x — 2 est solution de I'équation (E).
€ En déduire toutes les solutions de I'équation (E) sur R.

9 En déduire I'unique solution i de (E) telle que 4(2) = 0.

v Solution commentée _
@ g'(x)=-1donc g'(x) —%g(x) =— —%(—x -2)= %x, donc g est solution de (E).
@ (E)ey'= %y+ %x. (E) est une équation de la forme y’ =ay + f dont ¢ est une solution particuliére, donc

1'!.' ll'.l'
les solutions de I'équation (E) sont les fonctions h définies sur R par h(x)= Ce? + g(x)=Ce2" —x-2,0uC
est une constante réelle.
1,
@ h(x)=Ce? —x -2 Parailleurs, h(2)=0= Ce-4=0C= -g—.

4 l.l' l.r—'l
;"J\insih(x):ge2 —x—2=4e2 -x-2.

9. com



