MATHEMATIQUES

CHAPITRE 8
Lois de probabilités a densite

—



Connaitre le cours

B

\’ 1. Variable aléatoire a densité

Soit X une variable aléatoire. Lorsque I'ensemble des valeurs possibles de X contient un intervalle, on
dit que X est une variable aléatoire continue.

L/CTINILon

Soit X une variable aléatoire continue. On dit que X est de densité f lorsque :
= il existe une fonction f définie sur [, positive et continue sur un intervalle 7 appelé support de fet
nulle en dehors de I, telle que I'aire totale sous la courbe représentative de f est égale a 1.

* pour tout intervalle [a ; b] inclus dans /, la probabilité de I'événement {X € [a ; b]} est:
P(X €la; b])= _ij(x)dx.

v Exemples
& X est une variable aléatoire de densité [’ ® X est une variable aléatoire de densité f sur
sur[1; 3].fest continue et positive sur/=[1; 3] [0 ; +2[.fest continue et positive sur /=[0 ; +%[
et nulle en dehors. et nulle en dehors.
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P(X €[2;2,5) = [,"f(x)dx = i]%i P(X € [1;15)= [ "f(x)dx
Remarque

Pour tout réel a, P(X =a)= J“f(x)dx =0etdoncP(X <a)=P(X < a)

, 2. Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire de densité f.
On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction F définie pour tout réel 1 par :
F(t1)=P(X =1).

Soit X une variable aléatoire de densité 1.
® Pourtousréelsaetbtelsquea < bh,ona:
PlasX<=sb)=Pla<X <b)=Plas=sX<b)=Pla<X<=b)=F(b)-F(a),
ou F est la fonction de répartition de X.
» En tout point r ol la fonction de répartition F est dérivable, F'(r) =f{r).
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B Vérifier qu'une fonction est une fonction de densité

Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont des fonctions de densité ?

e : e
© sdéfinie par {f(x)_ ;su: €l0:3l € ; définie par {g(x)— JS'XE[ 1;2]

f(x) =0 sinon g(x) =0 sinon
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Il s'agit de vérifier que chacune des conditions de la définition est bien vérifiée. En revanche, il suffit qu'une
seule ne soit pas vérifiée pour que ce ne soit pas une fonction de densité de probabilité.

) La fonction fest définie sur R et positive.
La fonction fest bien continue sur l'intervalle I = [0 ; 3] (c'est ici une fonction linéaire).

3 273 2 2
Il reste & vérifier que l'aire sous la courbe vaut 1: jo%t dx = [%L = %—% = % =1.

Toutes les conditions de la définition étant satisfaites, fest bien une fonction de densité de probabilité.

-} Lafonction g n'est pas toujours positive. En effet on a par exemple g(-0,5) = _?1 qui est négatif. Une des

conditions n'étant pas satisfaite, g n'est pas une fonction de densité de probabilité.

Méthode B Calculer une probabilité dans le cas d’une variable aléatoire

de densité f f(x)=—xsix €[-1;0]

Soit X une variable aléatoire de densité f définie par ¢ f(x) = x si x € ]0;1]

f(x)=0sinon
o Tracer la représentation graphique de la fonction f.
e Calculer les probabilités suivantes.
a.P(-0,5=Xx=0,5) b. P(X > 1) C.P(X=1) dPO0sX=2)
}"‘ T

(") 2. Par définition, P(-0,5< X = 0,5) = .[_:55 f(x) dx.

J_c:;; Fl)de= j_ooj —xdx+ J:Sx dx = [_sz]:j + [%2}:*5 = (0— _(_(2)’5)2 ] +[(0’25)2 - 0] :%

Remarque : on pouvait aussi calculer I'aire sous la courbe qui est constituée de deux triangles rectangles
isocéles: P(~0,5< X < 0,5)= 2x% =0,25.

). La densité étant nulle sur J1; +<[, 'aire sous la courbe de f est nulle : P(X > 1)= 0. Autrement dit,
I'événement {X > 1} est un événement impossible, donc P(X = 1)=0.

. 1 étant la valeur la plus grande possible pour X (puisque la densité est nulle sur |1 ; +30[), il est certain
que X prenne une valeur inférieure a 1.{X = 1} estun événement certain, donc P(X =1)=1.

- - aen i B =2 ! — 7 = ,\:2 ; = 1
d. Par définition, P(0= X =2) = jﬂf(—‘f) dx = _[Of(x) e+ 0= Jox = [TL —2
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, 1. Espérance

Soit X une variable aléatoire continue de densité fde support I=[a ; b].

L'espérance de X est E(X) = be f(x)dx.

Remarques
b
°Sil=1]-;blalors E(X)= lim [’x f(x)dx.

Sir=[a; +=|alors E(X)= lim ["x r@oyd.

L'espérance est un paramétre de position. L'espérance est une valeur théorique et peut étre
interprétée comme la moyenne (théorique) des valeurs observées de X sur un nombre «infini »
d’observations.

W Exemple
f(x)=0,1si x € [0;10]

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fdéfinie par :
f(x)=0 sinon

_ [ _qo [0, T° _0,1x10% _
Ona£()= [\’ f(w)ds= ] 01ade =| 22|~ O1IC .

2. Variance et écart type

ifion

Soit X une variable aléatoire continue de densité f de support/=[a ; b].
La variance de X est: - ,
V(X)= [, (x~ EX) f(x)d.

o(X) :.‘IV(X).

L'écart type de X est:

Remarques
*Sif=]-; bl alorsV(X)= lim ["(x~ EX)P f(x)dr.
*Si1=[a; +[,alors E(X)= lim [P-EXP f(x)ar.

La variance et |'écart type sont des paramétres de dispersion. La variance est une valeur théorique
correspondant a la variance des valeurs observées de X sur un nombre «infini » d’observations.

v Exemple

Soit X une variable aléatoire de densité fdéfinie pour tout réel x par:

flx)==-2xsix €[-1; 0]
{f(x): 0 sinon

= [ xcandr= [° —32dp=| 22T =2
OnaE(x)—J_lx( 2x)d.x—_[_1 2xdx—|: - L_ .

Donc V(X)= J(: (x +%)2(—2x)dx = _[01 (~2x3 - %xz - gx)dx = [—% - %f' - %xz}i ==L
- X 1

- o=
o(X)=V(X) = v
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Méthode D Calculer une espérance et un écart type

fx)=—xsix €[-1; 0]
Soit X une variable aléatoire a densité, de densité f'définie par 1 f(x) = :;- six €]0; 2]
f(x)=0 sinon
» Calculer I'espérance et |'écart type de X.

* La densité est définie et non nulle sur l'intervalle I = [-1; 2].
&
Onadonc E(X) = J e f(x)dx.La densité étant définie par morceaux, cette intégrale se calcule en deux

temps :
3 6 -

EX) =[] sx)de+ ], xydr= [, ~dax+ ], §“ - [_%: +[x_631j

La moyenne théorique des valeurs de X est 1.

* Pour calculer I'écart type, il faut tout d'abord calculer la variance : On a
V(X)= _[_21 (x—1? f(x)dx= _[_ (x? — 2x +1)x (~x)dx +_[ X =20 1) dr

= 3 2 _ Z_XB_ 2_ X = =X __xo _x4__x X_Z ’
_1( x>+ 2x x)dx+j0(2 x +2 dx + 3 g 3
(_1)4 2 3 (_1)2 24 23 22 1,2,1,16 8 4 7
0 [ 4 +3( ) 2 +8 3+4 0 4+3+2+8 3 4 4

L'écart type est donc o (X) = E = g

Méthode B Calculer une espérance lorsque l'intervalle n'est pas borné
Soit X une variable aléatoire de densité f définie par f(x) = ;3; pour tout réel x = 1et f(x) =0 sinon.

o Calculer E(X). 9 Calculer V(X) et o(X).

Py o b T b i
@ On aE(X)_bI—I)Tx'[‘x flx)dx = I|m _Lx X 4dx_;,ll)Tx N dx
Bt e [ g 3
Orx3—3x ,doncjl =Sdx= [ } [ 2] =5t 2t
On en déduit £(X)= i (— 3 i) 0+d=3.
(X) b_l)rr:x 2h% 2 2 2
. ) ] 5
V(X)= lim [Ge- EX)) f(x)d
h— 4+
3x°—-9x +
L b _é 3 b 4 — i i_i L
_bl—I»Tx l(x 2) ¥t dx_bl—l)Tml x4 dx_bl—l).n:x ‘(xz x3+ x4)dx

b b
Or (i_1+1)dx:[_§+i_i} -_3,9 _9 .3 9,9 3,9 _ 9 .3
'[‘ x 22 ax? b 2p?  4b? 2 4 b 27 ap® 4

b
Donc i ;_1+L)dx: I (—_9+L_i+§):1,0 déduit que V(X) =3
onc lim 1( S bl)T:c TR n en déduit que V(X) 73

Enfin, ona 6(X) = JV(X) = %
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1. Définition d'une loi uniforme sur un intervalle

;Qy
Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur I'intervalle [a ; b] ;
si sa fonction de densité fest constante sur [a ; b]. 0
On aalors f(x)= 7)1_0 pour tout réel x & [a ; b] et f(x) = 0 sinon. S 1 o
Remarques

Lorsqu‘une variable aléatoire suit une loi uniforme sur un intervalle [« ; b], on note X suit L ([a ; b]).
La loi uniforme permet de modéliser des temps d'attente sur des intervalles de temps connus.

Propriéete

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme surun intervalle [a ; b].

Pour tout intervalle [c ; d] inclus dans[a ; b],ona P(X € [c ; d])=4=C

b—a’

Vv Exemple
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur[-2 ; 3].OnaP(-1= X <2)= 3?_((:21; = %
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur un intervalle [a ; b].

F(t)=0sir<a
La fonction de répartition de X est la fonction F définie par{ F(1) = —é{% sit € [a;b]

F(@)=1sit>b

¥

Remarque
Pour déterminer £ sur l'intervalle [a ; b],

t 0,2 fdie T
oncalcule F()= P(X < 1) = _[ f(x)dx. Fonction | Densite/|
Représentation de répartition |, .

graphique de F L -Ol L

v Exemple

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur I'intervalle [0 ; 1].
F(f)=0sir<0

La fonction de répartition est définie pour tout réelt par{ F () =1 si t € [0; 1].
F(t)=1sit>1

2. Espérance et variance d’une loi uniforme

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme surun intervalle [a ;b].

(b—a) _b-
R

- E(x)=43b o V(X)=

Remarque
L'espérance de la variable aléatoire X est la valeur du milieu de l'intervalle[a ; b].
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Méthode n Calculer des probabilités avec une loi uniforme

On considére une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur l'intervalle [1; 11].
o Calculer la probabilité de I'événement { X =< 3}.
9 Calculer la probabilité de I'évenement {X =7}
e Calculer la probabilité de I'évéenement {8 = x = 9},

@ Px<3)=pP(x€[0;3))= % =0,3

O Px>7=PXET; 11])=% %=0,4

—

Méthode B Déterminer la fonction de répartition d’'une loi uniforme

o Déterminer l'expression de la fonction de répartition F de la variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
l'intervalle [-4 ; 6].

e En déduire les probabilités suivantes :
a.P(X =0); b.P(-1< X < 3); . P(X =1),

i [

La fonction de densité de X est la fonction f définie par f(x)= 5-(=4) " 10

f(x)=0sinon.

pour tout x € [—4 ; 6] et

Donc, pour tout réel t appartenant a l'intervalle |- ; =4[, F(r) = 0.

Sur l'intervalle[-4 ; 6], F(r):j_'4 f(x)dx:[it}' :(%_ﬂjzf_ﬂ

10" "10" 10 10
Sur l'intervalle |6 ; +oo[, F(t)=1.
€) 2. P(X <0)=P(X E[-4; 0])= F(0)- F(-4) = %— 0= io

b.P(-1<X <3)=P(XE]1; 3)= F(3)—F(—1):%—%:%

cP(X=1)=P(XEN;6])=F(6)-FN)=1-Z=2

-

Méthode B Modéliser et utiliser une loi uniforme

Léa va passer chez Maelys entre 18 h et 20 h 30. Maelys quant a elle, regarde chaque soir son émission
préférée qui commence a 19 h et se termine a 19 h 45. On considére que Léa peut arriver n'importe quand
entre 18 h et 20 h 30.

* Quelle est la probabilité que Léa dérange Maelys pendant qu’elle regarde son émission préférée ?

Soit X la variable aléatoire égale a I'heure d‘arrivée de Léa chez Maelys. En convertissant les heures en

heures décimales, les valeurs prises par la variable aléatoire X appartiennent a l'intervalle 7 =[18 ; 20,5].

Comme Léa peut atriver n‘importe quand entre 18 h et 20 h 30, on peut considérer que la variable aléatoire

X suit la loi uniforme sur I'intervalle 7.

On cherche a calculer P(X € [19 ; 19,75]).

19,75—-19
20,5-18

La probabilité que Léa dérange Maelys est de 30 %.

P(X €[19;19,75])= =0,3
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4. Loi exponentielle

» 1. Définition d'une loi exponentielle

Définition | [ [ T¥
Soit A un réel strictement positif. RN
Une variable aléatoire X suit la loi ' )
exponentielle de paramétre A si sa fonctionde —
densité f est définie par : '

{ EEEER ~ioamm

fl)=Ae™dx=0 - - 1 ;
f(x)= 0 sinon i

=

Remarques
* On note X suit la loi €(\).
® Cette loi permet de modéliser une durée de vie de certains phénoménes dits « sans mémoire »

ou « sans vieillissement » ou « sans usure » comme par exemple la durée de vie d'un composant
électronique.

Propriété
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parameétre A = 0.

Pour tous s et positifs, ona:
PX:;I(X >t+s)=P(X > 5)

Remarque

Cette propriété caractérise les phénomeénes « sans mémoire », Par exemple, la désintégration d'un
atome est un phénomeéne sans mémoire : la probabilité qu'un atome ne soit pas désintégré a I'instant
1 + s sachant qu'il n'était pas désintégré a I'instant 7 est la méme que la probabilité qu'il ne soit pas
désintégré a l'instant s.

Propriété
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de

parametre A > 0. Bantic Densité

La fonction de répartition de X est la fonction F définie par : de répartition 3
F()=1-eMsit=0 T o T
F(t)= 0 sinon '

2. Espérance et variance d’une loi exponentielle

Propriété (admise)
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.

CE(X)=7% V=55 “o()=1
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Méthode B Calculer une probabilité avec la loi exponentielle

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A = 1.
s Calculer P(-2= X =2)et P(X = 2).

-Ire
Fi)=1-e ™ sit=0

F(r)= 0 sinon

méthode al'aide de la fonction de répartition
La fonction de répartition de la loi exponentielle est la fonction F définie par{

- P(-2< X<2)=F(Q2)-F(-2)=(1-e?)-0=1-¢>
» P(X =2)=1-P(X < 2)=1-P(X < 2):1—F(2):1—(1—e‘2):e‘2

2®* méthode par le calcul d'une intégrale
*P(X E[-2;2))= jz Jf(x)dx = jo 0 dx+_[2e""dx £ G’+[—r—1-"‘r X
! 2 -2 0 o
=—e?-(-e%)=1-¢7
* P(X = 2)=P(X €[2; +=[). On cherche donc a calculer I'aire sous la courbe sur un domaine infini,
soit[2 ; +91[.
On calcule P(X € [2; A]), o A > 2, puis on cherche la limite quand A tend vers +.

P(X € (2 A) =] f(x)dv=[ledr=[-e ] =e? -

On sait que lim e™ =0.
Ao+

Onadonc P(X € [2; +[)= Jim P(X €[2;A])= lim (e?-e?*)=e

—4: A—=+4x:

Onadonc P(X = 2)=e™2.

B Méthode 2 Modéliser par une loi exponentielle

Une enquéte menée par les dirigeants d'un grand magasin permet d'affirmer que la durée moyenne entre
I'arrivée de deux clients est de sept minutes. On admet que cette situation peut se modéliser par une loi
exponentielle.

* Hugo se présente dans ce magasin. Quelle est |a probabilité qu'un autre client se présente moins de cing
minutes apres lui ?

On note X la vatriable aléatoire égale a la durée entre l'arrivée de deux clients. Les valeurs possibles de X
appartiennent a l'intervalle  =[0 ; +o9.

On modélise par une loi exponentielle.

Le temps d'attente moyen est de sept minutes. Or, si X suit une loi exponentielle de paramétre A, alors

E(X)= %

DoncE(X)z%z?,soit?x.z%.

X suit donc la loi exponentielle de paramétre L,

7
On cherche alors P(X € [0 ; 5]).
5

» i ]
5 5 e | _x =5 -5
5] = =["leTdi=|-e7| =—e 7 —[-e¥)=1-¢7 ~
OnaP(X €[0;5)) jof(x)d_x _[07 e 7dx [ e ]0 e 7 —(-e)=1-e7 ~0,51.
Il'y a environ 51 % de chance que le client suivant se présente moins de cinq minutes aprés Hugo.

Remarque: On aurait pu aussi utiliser directement I'expression de la fonction de répartition F.



