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Connaitre le cours

, 1. Aire sous la courbe d’une fonction continue et positive

- J K

— — 1
Soit un repeére orthogonal (O ; OI, OJ) et soit K le point de coordonnées (1; 1). i
L'aire du rectangle OIKJ est appelée unité d'aire du repére et est notée u.a. g

o 1

v Exemple
SiOl=3cmetOJ=2cm,alors1ua.=6 cm?,
. ! ! j\'v €
Soit fune fonction continue et positive sur unintervalle[a; b] et € sa courbe repré- //_‘\.

sentative dans un repére orthogonal. L'aire du domaine délimité par la courbe €,
I'axe des abscisses et les droites d'équations x = a et x = b, exprimée en unité d'aire,

~

1y feasstied

Q -
-
_‘_.e'.

b
est appelée intégrale de a a b de la fonction f. Elle est notée J f(x)dx.

Remarques
b
°Le nombrej f(x)dx ne dépend que de 4, b etf. On dit que x est une variable muette. On peut éga-

b b
lement écrire ce nombre _[ f()dr, _[ f(u)du, etc. a et b sont les bornes de l'intégrale.
a a

* La méthode des rectangles (p. 242) permet le calcul approché d'une Ty y=flx)
intégrale. Elle légitime la notation utilisée :be(x)dx (jressemble aun ;

«S» et peut se lire « somme »). L'approximation, par des aires de rec- fx)

n
tangles, vaut Zf(xl.)Ax!., Ax, étant la largeur des rectangles et f(x, ) leur
i=1 0
b
hauteur. Cette somme tend vers & = _[ f(x)dx quand n tend vers +20.
a

, 2. Théoreme fondamental

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Soit F la fonction définie sur [a;b] par

F(x)= J:f(r)dr. La fonction F est la primitive de fsur [a; b] qui s'annule en a.

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Soit F une primitive de fsur[a; b].
b
Ona J f(t)dt = F(b)— F(a). Ce nombre peut aussi se noter [F(1)]".

Remarques

* Le théoreme justifie, dans le cas d'une fonction continue et positive, I'existence de primitives.

* La propriété permet de calculer I'aire sous la courbe d’une fonction fcontinue et positive grace a une
primitive def.

® Leréel F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive choisie pour f.
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B Calculer des intégrales simples

Dans chaque cas, calculer I'intégrale donnée en s'appuyant sur une représentation graphique.

(1 _Ls(x—ﬂdx (2] f24dx

) Soit f la fonction définie sur [1;5] par f(x)=x—1.
Si1= x = 5,alors x — 1= 0, donc fest bien une fonction continue et positive sur
5
[1;5]. Donc -[1 (x—1)dx est I'aire sous la courbe de fentre 1 et 5. C'est donc l'aire du

triangle rectangle ABC.

AC = 4 et,comme B est le point de la courbe représentative de fd'abscisse 5, B(S ;4). Xl
5
On a AB = 4, Donc l'aire du triangle ABC est égale a AC )2( AB _ 4 ; 4 — 8 u.a. donc L (x—T)dx=8.

T T T T T T T 5
) Lafonction g définie sur[-2; 8] par g(x) = 4 est continue et positive, B

8 ¥ -1 1

donc j 24 dx est |'aire sous la courbe de g entre —2 et 8. I 1] E
Cette aire est |'aire du rectangle ABCD, elle est donc égale a: i 1t 5 1
8 —E)'i-—v—ﬂ—r—l—l—l—l—r—ré‘{'—)
10x 4 =40u.a., doncj24dx:40, o 1 . =
MEEEE 3 p. 258

Méthode B Calculer l'aire sous la courbe d’une fonction continue et positive

Soit f la fonction définie sur [4;1] par f(x) = —x? —3x + 4.
o Représenter graphiquement cette fonction dans un repére orthonormé d'unité 0,5 cm.
@) Etudier le signe de £(x)sur[-4;1].
e Calculer I'aire sous la courbe de fentre —4 et 1, en centimetre carré.

{1} Voir ci-contre.
) A =(-3)* -4 x(~1)x 4 = 25, donc f(x)a deux racines :—3_+25 =-4et3=2 _25 =1

a=-1<0.Donc f(x)est positif entre ses deux racines, donc sur [—4;1].

=) Comme festune fonction continue et positive sur [—4;1], l'aire sous la courbe de
1
fentre —4 et 1 est égale a _Lf(x) dx.

2
Or, on peut déterminer une primitive Fde fsur R: F(x) = —%x3 - 3% +4x.

On peut donc calculer l'intégrale cherchée a l'aide de cette primitive :

_[14 f(x)dx = J;(—xz ~3x+4)dx = F(1)- F(-4) = [—lf 2 3% s 4_\:]]

3 —4
=(—l—§+4)— Ly (-ay —3£+4x(—4) =125
3 2 3 2 6 "
L'aire cherchée est donc égale a % u.a.
OrTu.a=0,5cm x0,5cm =0,25 cm?, donc l'aire cherchée est égale a 125 2,

24
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§
2. Intégrale d’'une fonction continue Wg«”a

¥ 1. Définition

Définition

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels appartenant a / et F une primitive
b

defsur I. On définit 'intégrale de a a bde fpar: L f(x)dx = F(b)— F(a), aussi noté [F(x)]fj.

Remarque

Le réel F(b)— F(a) ne dépend pas de la primitive choisie pour f: si G est une autre primitive de f, alors
G = F +k (k réel),donc G(b)— G(a)= F(b)+ k—F(a)— k= F(b)— Fla).

* 2. Propriétés

Propriétés algébriques

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a, b, ¢
trois réels appartenant af et A un réel.

o [“fl)dr=0 o [*f(x)dx=- jj’ Flx)dx
* Relation de Chasles: [ f(x)dv = [ (x)dx + [ f(x)dx

)

] e

L\

0 1 b :

* Linéarité : [ '(/(x) + g())dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx et [ W (x)dr =2 j:’ F(x)dx

Propriétés : intégrales et inégalités

Soient deux réels a et b tels que a < b et f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a; b].
b

* Positivité : si f = 0 sur[a; b, alors I f(x)dx=0.

* Ordre:si f < g sur[a;b], alors _[jf(x)dx =< _ng(x)dx.

\y 4 \y I/—4

Propriétés : cas particuliers (admis) g

Soient fune fonction continue sur un intervalle I symétrique par i
rapport a 0 et a un réel appartenant a /. e ol —a E

* Si fest paire, alors fﬂf(.x)dx: [l rde. P —

» Si fest impaire, alors fﬂf(x)dx = -_[;f(x)dx. ﬂw"

’ 5. Intégration par parties

Propriété
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1 telles que u’ et v' soient continues sur / et a

et b deuxréels appartenanta .Ona: J‘ju "Ov()dr = [u(t)V(t)]f: = J‘ju(r)v‘(t)dr.
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Méthode n Calculer une intégrale en utilisant une primitive

Calculer_[ (x® - x)dx.

W Solution commentée

On détermine tout d'abord une primitive de la fonction x — x* — x sur l'intervalle [-4 ; 3].
4 2
La fonction x —> xT - IT en est une. D'ol

(3 deol 2 2T _81_9 (g4 g 81_18_224 __161
[l x)dx_[at 7], a2 = T

MEEERS 12 p. 259

Méthode B Calculer des intégrales en utilisant des propriétés

1
On souhaite calculer 'intégrale / = _[ﬂ x1+ 3 dx.
e

€ onpose J = I;:J;%dx.(:alculer Z.

@ Calculer7+.
€ Endéduirelavaleurde.

v Solution commentée

0 J= _[ de On pose, pour touth[{};'l], ulx)=e"+1.

Alors u’(x) = e*, donc Er (( )), avec u strictement positive sur [0;1].
e _ 3 _ : _infe+l
Donc -[Oe +_Idx—[ln(e +‘|)l]—ln(e +1) In(2)—ln( Z )

d'aprés la finéarité de lintégrale

-[oe_e_,__]dx .[1+E dx"r"dx:[x]:]:].

© I+J:'I<:>!:1—J<::>I:‘]—ln(i;—1).
[ 20 p. 259

Méthode B Utiliser une intégration par parties pour calculer une intégrale

2
Soit f : x > (x —1)e*. Calculer L f(x)dx en utilisant une intégration par parties.

v Solution commentée

On pose, pour tout x appartenanta[1;2], v(x)=x—letu'(x) =e".
On a dong, pour tout x €[1; 2], v'(x) = 1et on peut choisir i (x) = e*,
u etvsont dérivables sur [1;2]et u’ et v' sont continues sur [1;2].
On peut donc faire une intégration par parties :

70 = [Pu(a s = [u(e)()f - [ ute)ds =[x e F - e
[2rx)dx=@-Ne -(1-De'-[e F =e2 (e2-¢)=e
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’ 1. Calcul d’aire

Propriété -
Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a; b| et / /\

% sa courbe représentative dans un repére orthogonal. { 1]
L'aire du domaine % délimité par la courbe %6, I'axe des abscisses at | hua
: :
:

=

(=]

et les droites d'équations x = a et x = b, exprimée en unité d'aire, Al x
b
estégale | (~f(x))dx. \ \@/
a
. : y=f)
Remarque (fonction de signe non constant)
Il faut connaitre le signe de la fonction avant de pouvoir calculer des aires.
Par exemple, sur le schéma ci-contre :
C ol b
'Sgtoialecoloriée = "Q{l1 +'S£2 +'Sﬁ3 - _[ 1f(x)dx*j.2f(x)dx T _[ f(x)dx
a (&) 5] ';"j_ :
b Ed
Mais [ f(x)dx = st — s, + A3 # S oporce Lo, b ok
Soient fet g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] telles 4 £

que f = g sur[a; b|. Soient € et ‘€' leurs courbes représentatives ,
dans un repére orthogonal. /1- _ = /
L'aire du domaine % délimité par les courbes €, ¢’ et les droites HM ' g;
d'équations x = a et x = b, exprimée en unité d'aire, est égale a:

J (et~ f(x)dx.

¥ 2. Valeur moyenne

Soient deux réels a et b tels que a < b et fune fonction continue sur l'intervalle [a; b].

b
On appelle valeur moyenne de la fonction fsur l'intervalle [a; b] le nombre réel p = b—i—aj f(x)dx.

W Exemple

Soit f la fonction définie sur [3 ; 5] par f(x)=2x? —5.La valeur moyenne de f'sur[3; 5] vaut :

=L o= 13(2x2 - s)ar = Y22 5] = L{1Z55) - 82

2L3 2y 3

Interprétation

b
Si fest une fonction continue, on a _[ F(x)dx =p(b—a).Dans le cas ol fest

positive, I'aire sous la courbe de la fonction f (en rouge) est donc égale al'aire
du rectangle de largeur b — a et de hauteur . (en bleu), c'est-a-dire a I'aire
sous la courbe de la fonction constante de valeur .
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Méthode n Calculer une aire en utilisant des intégrales

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x> — 2x? — x + 2. On a tracé ci-contre s
sa courbe représentative dans un repére orthonormé d'unité 0,8 cm. - f ;
o Montrer que, pour tout réel x, f(x) = (xz - 1)(x —-2). /T\
9 Calculer l'aire de la partie colorée en centimeétre carré. / o /
/ 0 5

W Solution commentée

@ Pour tout réel x, on a (xz —‘I)(x—2) =x?-2x% —x+2= f(x).

@ On calcule séparément les aires <l et <.
sSio=x=<1lalorsx?-1=0etx-2=<0,donc f(x)=0.
_ [xf 28 a2 '_(1_2_1 )_ _13
DoncsaLJ‘Of(x)cnc_[4 2% - % 425 | =(2-2-3+2)-0=1.

*Sitsx=2alorsx’-1=0etx—2=<0,donc f(x)<0.

o PE, N (16,16 4 L)\ (_1_. 2.1 5)_5
Doncg&__L(f(x))dx—[ Ay 2x]?——( Ty 4)( t 3ty 2)_

3 4t E 4 12°

L'aire colorée est donc égale a % + % = % u.a.= % ua.;or 1u.a.=0,8 cmx0,8 cm= 0,64 cm?, donc

_— . . s 2

l'aire colorée est égale a 0,96 cm*. 57 p. 260

Méthode B Calculer une aire entre deux courbes I

On consideére les fonctions fet g, définies sur [1;3] par f(x) = }1— et —3- !

g(x) =2 - x, représentées ci-contre dans un repére orthonormé \\

d'unité 1 cm. | 3 f >

X

o Déterminer le signe de f(x)— g(x) sur[1;3].
e En déduire le calcul de I'aire du domaine délimité par ces deux

courbes et les droites d’équations x = 1et x = 3, en centimétre carré.
v Solution commentée

- 2 -1y

€D Pour tout réel x €[1;3], f(x)—g(x)z%*(Z—x) = 2*;+ 2 ~ .

Pour tout réel x € [1;3], (x —1)* = 0 et x > 0. Donc, pour tout réel xde [1; 3], f(x)— g(x) =0.
@ L'aire cherchée vaut dong, en u.a.:

3 _ 3 1 _ xZ 3
[0 @)= g = [(2- 2+ x)dv=|In)- 204 L] Zin(3)-6+2(in() - 2+1) =)
omme Tu.a.=1cm X 1cm =1cm?, l'aire cherchée vautIn(3) cm?.
¢ ‘ am=1e ® METEEE 40 p. 261

Méthode B Calculer la valeur moyenne d’une fonction

Soit fla fonction définie sur R par f(x)= —x? + 6x.
* Déterminer sa valeur moyenne u sur l'intervalle[0; 6].




