MATHEMATIQUES

CHAPITRE 9
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Connaitre le cours

1.

, 1. Des matrices de différents types

* Une matrice est un tableau dont les éléments sont des nombres.
' Le format de la matrice est défini parle nombre m de lignes et n de colonnes du tableau.

* Un terme (ou un élément) d'une matrice de format m x n est repéré par le numéro de la ligne et le
numeéro de la colonne auxquelles il appartient.

* Une matrice ayant le méme nombre n de lignes que de colonnes est appelée matrice carrée
d’ordre n.

* Une matrice n'ayant qu’une colonne est appelée matrice colonne.
' Une matrice n'ayant qu’une ligne est appelée matrice ligne.

v Exemples

0 105 1

-1 2 0 | estunematricecarrée; |2 | est une matrice colonne et (1 2 3) est une matrice ligne.
0 1 3 3

La matrice dont tous les termes des lignes et des colonnes sont nuls est appelée la matrice nulle.
On la note avec la lettre O.

, 2. Addition de deux matrices

L'addition de deux matrices de méme format se fait en additionnant les éléments situés au méme
endroit dans chaque matrice. On note la somme d'une matrice A et d'une matrice B avec le signe +.

Vv Exemple
2 36 10 -8 0 12 -5 6

A= B= .Ona A+B= tA+O=0+A=A,
(—1 4 SJEt (11 § gy e 109 3¢

, 3. Produit d’une matrice par un réel

Soit A une matrice et kX un nombre réel.
La matrice notée kA s'obtient en multipliant tous les éléments de A par k.
Par convention, on écrit le réel k a gauche de la matrice A.

Remarques

= Sik=0et A est une matrice, alors 0 x A= 0. Si k=-1, on note —A la matrice (-1) x A.
La matrice —A s'appelle la matrice opposée de A.

- Si A est la matrice nulle, alors kA = O.

= SiA et Bsont deux matrices, alors A —B= A +(—1) X B.
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D Reconnaitre le format d’'une matrice

: = 25 -4 0 2
Donner le format des matrices A =| 2 1], R= =t ) C=( JetD: 2 0110 -2

w Solution commentée

- A est une matrice carrée d'ordre 2. « Cestune matrice colonne a 2 lignes.
- B est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes. « D est une matrice ligne a 4 colonnes.

B Additionner et soustraire des matrices

0 -2 = 0 3
On considere les matrices A=|0,4 5 |, B=( 11 025 244} C=( i z 6] etD=[ 0 -1/

1 -25 b s 2,5 3,2
@ Quelles matrices peut-on additionner ou soustraire ?

9 Effectuer les additions et soustractions possibles.

s Solution commentée

() Les matrices A et D ont méme format. On peut les additionner et les soustraire. De méme pour B et C.

0 1 0 -5
€ A+D=|04 4 |;A-D=|04 6 ;B+C=(0'26 275 21(1]"3*(::(154 _135 ;i]
3,5 07 =15 =57 3 2 15 2
B Multiplier une matrice par un nombre réel
20 32 34 15
On considere lamatrice A={50 45 48 98]|.
23 18 12 67
1
© calculer EA' € soit x un nombre réel. Calculer xA.

w Solution commentée
2. 32 34 15 20x 32x 34x 15;}

Q%Az 5 45 4,8 98| ) xA=|50x 45x 48x 9Bx
9 23 1,8 12 6,7 23x 18x 12x 67x

Enchainer des opérations avec les matrices

9 =y 2 0,2 -23 3
On considére lesmatrices A=| 4 -2 0|etB=| 1 0 0
-3 36 1

2

Calculer les matrices C =24 —3Bet D=-A — B.

w Solution commentée

3,4 10,9 6-3v3 -2,2 33 -3-43
C=2A-3B=| 5 =4 0 |iD=-A-B=| -5 2 0
-3 4,5 -3 4 =35 -1
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’ I. Produit d’'une matrice carrée et d’'une matrice colonne ou ligne

|

g
Soient A une matrice carrée d’ordre n et C une matrice colonne a n lignes. /(r ]
Le produitde A par C, noté A x C ou AC, dans cet ordre, est une matrice F—
colonne a n lignes. a b ae + bf
c d ce +df
Remarques

» Cette opération n'est possible que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de C.
* C x A ne peut pas se calculer car le nombre de colonnesde C est différent du nombre de lignesde A.

LA L1 a b
Soient L une matrice ligne a n colonnes et A une matrice carrée d'ordre n. (,‘ d]
Le produit de L par A, notée L. X A ou LA, dans cet ordre, est une X 4

matrice ligne a n colonnes. i _\

(e ) (ea + fc eb+fd)

, 2. Produit de deux matrices carrées de méme ordre

Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n.
Le produit de A par B, noté A x B ou AB, dans cet ordre, est une matrice carrée d’ordre n.
Les lignes du produit A x B s'obtiennent en multipliant les matrices lignes de A par la matrice B.

‘ropriete admise

CAXBXC=AX(BxC)=(AxB)xC. © AX(B+C)=AxXB+AXC.

Remarques
* Engénéral, AxB#BxA. * AxO=0xA=0 ol O estlamatrice nulle.

, 3. Matrice carrée diagonale et matrice identité

On appelle matrice diagonale une matrice carrée constituée de termes tous nuls 100
sauf sur la premiére diagonale qui contient des nombres réels (éventuellement nuls). =g "-. 0o
On appelle matrice identité d'ordre n, la matrice diagonale dont les éléments de la 0 0 1

diagonale sont égauxa 1.

Pour toute matrice carrée A de méme ordre que /, la matrice identité, ona A xI=Ix A=A,

4. Puissance d’'une matrice carrée

Pour n entier naturel non nul, on définit la puissance n-ieme d’'une matrice A, notée A", comme le
produit de n facteurs égaux a A, c'est-a-dire A" = Ax A....x A et A%=1
AR OINNEN

nfacteurs A
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D Effectuer des calculs matriciels

s : {2 = (=21 (2 (2 _
On considére les matrices A_(G J,B_(1 2],(3-(!]51 L=(3 -1)

Calculer A + B, A%, AB, BA, AC et LB en utilisant les techniques du cours.

W Solution commentée

B Calculer des produits de matrices
1

2 3
Soient les matrices A = et B=|2 3
31

(5 QS Ry
BN

0 {1k
3 2
o Calculer AB.

9 EEETE Calculer BA avec une calculatrice.

w Solution commentée |

TXT+ (=) x24+2x3 X2+ (-1)x3+2x1 Ix3+(-1)x1+2x2 5 1 6

AB=| 1x1+0x2+1x3 1x2+0x3+1x1 1x3+0x1+1x2 |=| 4 3 5
2x1+3%x2+4x3  2x2+3x3+4x1 2x3+3x1+4x2 20 17 17

[9 8 16]

[7 1 11]

) La matrice BA affichée par la calculatrice est [8 3 151,

B Calculer la puissance n-ieme d’'une matrice

o Soit la matrice A =(g g] Montrer que A" :[an 2] pour tout entier naturel n non nul.
011

e Soit A=[0 0 1| Calculer A%, puis A3.
000

v Solution commentée

0 On procéde par récurrence. On note P, la propriété: A" :[a" 0]
-Pour n=1,A = A. La propriété est vraie. 0 b

+ Soit n un entier naturel. On suppose P, vraie.

A" = Ax A" :(a D] at 0_fa"™ 0 ], donc la propriété est vraieaurang n + 1.
0 b 0 b 0 bn-{-'l

La propriété P, est initialisée et héréditaire; elle est donc vraie pour tout entier naturel n.

001 000
€ A2=|0 0 0|etA’=|0 0 0|=0.

000 000



Connaitre le cours ;

4

3. Matrice inverse d’'une matrice carrée

*1. Inversibilité d’'une matrice

Définition
Une matrice carrée A d'ordre n est dite inversible s'il existe une matrice B telle que AB= et BA=1.

Propriété (admise)
AB=1=BA =1

Propriété et définition
Soit A une matrice carrée d'ordre n inversible.

p. 191 Il existe une unique matrice B vérifiant AB = L.
La matrice B se note alors A~/ et s'appelle la matrice inverse de A.

=

’2. Ecriture matricielle d'un systeme linéaire

Définition

Soient x;, x5, ..., X, , h nombres réels inconnus.

Pour i et j deuxentiersallantde 1 a n, on note a; ; des nombres réels fixés.

Soient by, b,, ..., b,, n nombres réels fixés.

On appelle systéme linéaire () de n équations a n inconnues, le systéme d'inconnues x,, x,, ..., X

suivant :
ap X tay X, ot ay X, =b,
Ay Xy +ay %+ .+ ay X, = b,
(8) {ag i +as,x,+...+a5 %, =b,
Ian,1‘x1 i an,2x2 *+.. +an,rrxn = bn
W Exemple
2x,+3x,-x;=4 @ =2; Gp=3; az=-1

==lias=1; &y=3

1

—X%,+%, +3x;=-3.0na: 21" "
S5x—xy+3x;=-1 Bi=3 i Bys==1} ayy=3
b=4; by,=-3; by=-1

Propriété (admise)
X b,
Sion note A la matrice des coefficients a; ; du systeme, X = xf—’ et B= b_2 ,alors :
1 b
(S)= AX=B

Si la matrice A est inversible, les solutions du systéme s'obtiennent en calculant les éléments de X :
AX=B=X=A"8B
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D Inverse d’'une matrice

sl - 7 -4
On considére les matrices A =(

-5 3
w Solution commentée

Oncalcule Ax B= (—TSXx33*+43)>(<55 35);44“+43);77J = ({1} ?] =[.A est donc la matrice inverse de B.

] et B= @ ;] .Montrer que A est la matrice inverse de B.

B Déterminer la matrice inverse d’une matrice a l'aide d’'un systéeme

On consideére la matrice A = G _13

J. Soient a et b deux réels.
€ Résoudre le systéme d'inconnues x et y : {

2x+y=a
x=3y=b"
9 Déduire de la question €) la matrice inverse de A.

W Solution commentée

1 2 ﬂ1a 2b x*3a—l— b
o {2x+y:a®{2(3y+b}+y26‘®{y:—aw—b Y=79—7 —g 7
7

¥-By=h ¥=ayandi x:;y—kb? - x:Ea—i-lb@ y= a~3b-
7 7 74
(2] {i{;ij:g@ AXX =B avec A:G _13) Xz(;] et B:(ﬂ. ;
x=—3-a+-1b . . ‘@.ff
Onaalors AxX =B < g ; <=X=A"B.Donc A= q _72 ; —
Y=34"5° 77

B Résoudre un systeme a l'aide de matrices

x+y—z=1
On considére le systéme § 1 —x+2y+z=0.
2x+y—z=1
o Ecrire ce systéme sous la forme matricielle AX = B, en précisant A, X et B.
e Déterminer la matrice inverse de A 3 'aide de la calculatrice et résoudre S.

w Solution commentée

1 1 -1 X 1 x+y—-z=1
OOnpose A=|-12 1|, X=|y|etB=|0|.Onaalors {—x+2y+z=0& AX=B.
2 1 -1 z 1 2x+y—z=1
-1 0 1 -1 01 0
1 1 0 X 1 1 0 1 X 1
) Onobtienta™'=| 3 3 “|[.OnaAX=BoX=4"Bo|y|=|3 3 Y[x|0|donc|y|=| 3
__i‘;. _1 1 < = 1 1 1 2 :_g
3 3 3 3 3



